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Woord vooraf
‘Verdomd, Edgar, volgens mij hebben we daar een dertiende. Kijk maar niet, want hij is gevaarlijk. Hij
is gevaarlijk omdat hij zijn emoties kan besturen, zoals een ander zijn auto; en datgene waarmee hij ze
bestuurt, is zelf geen emotie. Hopelijk komt hij ook zelf vandaag nog onder een auto. Laten we liever eens
zien wie we daar hebben’, zei hij en keek naar een jongen, die schuin het plein overstak, staan bleef en
met open mond het gebouw aan de overkant in zich opnam.
— Harry Mu¨lisch (De ontdekking van de hemel)
Dankwoord. Ik wil mijn promotor Etienne Kerre danken voor zijn vriendschap, voor zijn aanmoedigin-
gen, voor zijn geduld, enthousiasme en kritische ingesteldheid tijdens de vele gemeenschappelijke uren waarin
we er in slaagden om mijn kortverhalen uit te schrijven tot spannende avonturenverhalen.
Mijn promotor Gert de Cooman wil ik danken voor zijn vriendschap en aanmoedigingen, voor het samen
ondernemen van onze talrijke ontdekkingstochten waarover ik vrij zal verhalen.
Mijn moeder, mijn zus en A. de Bakker wil ik bedanken voor hun steun en inzet. Aan hun allen draag ik
mijn proefschrift op.
Een dankjewel ten slotte aan de onderzoekers en de doctoraatsstudenten die in de voorbije jaren deel
uitmaakten van mijn peleton, in het bijzonder: Bernard, Carol, Leen G., Leen K., Martine en Mike.
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Proloog
Het is nu ’s morgens half 8. Ik heb de nagels van mijn tenen geknipt en een beker echte van Houtens cacao
gedronken en een boterham met honing gegeten, alles wat je noemt met overgave.
— Etty Hillesum (Het verstoorde leven)
Possibilistische systemen. De eerste aanzet tot possibilistische systemen – dit wil zeggen systemen waar-
van de beschikbare informatie gegeven is door possibiliteitsmaten – werd door Zadeh [Zad65b] gegeven in
zijn zoektocht naar methoden voor het behandelen van systemen die te complex zijn of onvoldoende gepre-
ciseerd voor het toepassen van een precieze analyse. Hij spreekt evenwel over vaagsystemen waarvoor hij
in [Zad71] een model met een discrete tijdsverzameling lanceert waarin de transities tussen een koppel toe-
standen op opeenvolgende tijdstippen tijdsinvariant zijn en gepreciseerd zijn door lidmaatschapsafbeeldingen.
Voor het beschrijven van linguı¨stische informatie voert hij in [Zad78] possibilistische veranderlijken in waar-
van de beschikbare informatie gegeven wordt door een vaagverzameling. Een possibilistische veranderlijke
wordt volgens Zadeh volledig bepaald door een possibiliteitsverdelingsfunctie die gelijkgesteld wordt aan de
lidmaatschapsafbeelding van de vaagverzameling die de informatie over de mogelijke waarden van de ver-
anderlijke specificeert. De possibiliteit dat zo’n veranderlijke een bepaalde waarde aanneemt is met andere
woorden gelijk aan de lidmaatschapsgraad van de gegeven waarde. Definie¨ren we nu een possibilistisch proces
als een collectie van possibilistische veranderlijken met een gemeenschappelijke verzameling van mogelijke
waarden, dan kunnen we Zadeh’s model voor het bestuderen van vaagsystemen beschouwen als een discreet
possibilistisch proces waarvan de transities tussen een koppel toestanden op opeenvolgende tijdstippen ge-
specificeerd zijn door tijdsinvariante (voorwaardelijke) possibiliteitsverdelingsfuncties. Voor het kwalitatief
modelleren van complexe systemen werden door Joslyn in zijn proefschrift [Jos94] eveneens possibilistische
processen voorgesteld die gespecificeerd zijn door wat hij possibilistisch genormeerde, voorwaardelijke tran-
sitiematrices noemt. Tevens voert hij hierin possibilistische Markov-processen in. Possibiliteitsmaten vormen
volgens Joslyn een alternatief voor het modelleren van informatie en zijn voorts verwant aan probabiliteitsma-
ten, in de zin dat beide optreden in de evidentietheorie van Dempster en Shafer als vaagmaten op toevallige
verzamelingen [RANDOM SETS] en dat hun verdelingen vaagverzamelingen zijn.
Voor het ontwikkelen van een meer systematisch opgebouwde theorie van possibilistische systemen zul-
len we in dit proefschrift voornamelijk gebruikmaken van de ordinale possibiliteitstheorie van De Cooman
[Coo93b]. Possibiliteitsmaten worden door De Cooman enerzijds gezien als ordinale of ordetheoretische voor-
stellingen van onzekerheid die verbonden is met vaagheid. Uit recent werk van Walley en De Cooman [Wal98]
blijkt anderzijds dat possibiliteitsmaten onder een numerieke, behavioristische interpretatie (als imprecieze bo-
venprobabiliteiten) geschikt zijn voor het beschrijven van een bepaald type van linguı¨stische informatie dat aan
een monotoniciteitseigenschap voldoet. Dit betekent dat elk subject dat de voor hem beschikbare linguı¨stische
informatie van dit type beschrijft via een possibiliteitsmaat, zeker mag zijn van de interne consistentie van
zijn beschrijving. In het bijzonder is er geen positieve lineaire combinatie van gokken waardoor hij op grond
van zijn model zekere verliezen zal leiden. Aan de possibiliteitsmaten die de beschikbare informatie over een
bepaald systeem beschrijven zullen we eveneens deze interpretatie geven.
Wat we willen bereiken. Met dit proefschrift willen we een maattheoretische studie maken van possi-
bilistische systemen. We gaan hierin van start met het oplossen van een representatieprobleem waarop in de
probabiliteitsleer een antwoord wordt geboden door een stelling van Daniell en Kolmogorov. Volgens deze
stelling kunnen systemen waarvan de beschikbare informatie gegeven is door probabiliteitsmaten voorgesteld
worden door een stochastisch proces. De probabiliteitsmaten waarmee het gegeven systeem beschreven wordt
moeten daartoe wel aan enkele consistentievoorwaarden voldoen. Voor possibilistische systemen kunnen we
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dit representatieprobleem als volgt formuleren: is het mogelijk om possibilistische systemen waarvan de be-
schikbare informatie analoge consistentie-eigenschappen heeft, te modelleren door een possibilistisch proces?
Als antwoord op deze vraag zullen we een aantal voorwaarden op de systeeminformatie afleiden die afzon-
derlijk genomen voldoende zijn om de gevraagde voorstellingswijze te verzekeren. Het zo verkregen resultaat
zullen we de possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling noemen.
We kunnen ons nu afvragen of we het gedrag van de veranderlijken uit een possibilistisch proces kunnen
laten bepalen door een tijdsinvariante possibiliteitsmaat wanneer het onderliggende possibilistische systeem
gekenmerkt is door een tijdsinvariant voortbrengingsmechanisme. Als antwoord op deze vraag zullen we een
aantal voorwaarden bepalen die afzonderlijk genomen voldoende zijn voor het tijdsinvariant zijn van de possi-
biliteitsmaat die voortvloeit uit de possibilistische consistentiestelling.
We willen voorts ook kijken naar systemen waarvan de beschikbare informatie gegeven is door initie¨le
possibiliteiten en transitiepossibiliteiten. Voor systemen die op deze manier gespecificeerd zijn kunnen we ons
afvragen of we ze met de possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling al dan niet kunnen modelleren door een
possibilistisch proces waarvan de veranderlijken voorwaardelijk onafhankelijk zijn, dit wil zeggen voldoen aan
een tegenhanger van de Markov-voorwaarde.
Een behavioristische interpretatie van de possibiliteitsmaten waarmee we de beschikbare systeeminforma-
tie beschrijven werpt natuurlijk de vraag op of het door hun gevormde model eveneens coherent is. We moeten
met andere woorden nagaan of de possibiliteiten uit ons model al dan niet onderling tot zekere verliezen kunnen
leiden en, wanneer dit niet het geval blijkt te zijn, of de interne consistentie van ons model gegarandeerd is. Met
dit laatste bedoelen we dat een positieve lineaire combinatie van gokken op grond van de in de possibiliteiten
opgenomen informatie ons er niet toe mag dwingen om e´e´n of meer ervan te verlagen.
Een kort overzicht. In hoofdstuk 1 overlopen we de definities en de eigenschappen die we nodig hebben
voor een ordetheoretische en behavioristische behandeling van possibilistische systemen. We bespreken het
begrip ‘vaagheid’ en laten daarna zien hoe vage eigenschappen kunnen voorgesteld worden door vaagverza-
melingen. We herhalen de definitie van een aantal belangrijke operatoren die onder meer aangewend zullen
worden voor het invoeren van duale necessiteits- en possibiliteitsmaten en voor het formuleren van een notie
van voorwaardelijke possibiliteit uit de ordinale possibiliteitstheorie. Meer specifiek zullen we negatieoperato-
ren en triangulaire normen en conormen bekijken. Vervolgens verduidelijken we hoe possibiliteits- en neces-
siteitsmaten kunnen fungeren als ordinale modellen voor de onzekerheid die vage informatie meebrengt. We
bekijken daarna de definitie en de belangrijkste eigenschappen van de Choquet-integraal. Ten slotte bespreken
we onder- en bovenprevisies, Walley’s coherentieprincipe en techniek van natuurlijke extensie.
Hoofdstuk 2 beginnen we met de invoering van de noties ‘inwendige en uitwendige regulariteit’ voor pos-
sibiliteitsmaten. Inwendig reguliere possibiliteitsmaten zijn volledig bepaald door de compactheid van hun
minimale atomen. Possibiliteitsmaten met een direct product van complete ketens als codomein zijn uitwen-
dig regulier voor zover ze uitwendig regulier zijn in de atomen van hun domein. Voor een possibiliteitsmaat
met een complete keten als codomein betekent uitwendige regulariteit dat de corresponderende verdeling bo-
vensemicontinu is. We blijven vervolgens even stilstaan bij de uitbreidbaarheid van ‘maxitieve inhouden’.
Maxitieve inhouden voeren we in als ondergenormeerde, maxitieve afbeeldingen met een niet-lege, voor ein-
dige unies gesloten klasse van verzamelingen als domein, die hun waarden aannemen in een tralie. We zullen
het uitbreidingsprobleem bekijken voor maxitieve inhouden die hun waarden aannemen in een complete tralie.
Door deze beperking kunnen we steeds een grootste en een kleinste monotone uitbreiding bepalen voor een
gegeven maxitieve inhoud. Voor deze specifieke uitbreidingen leiden we daarna een aantal voorwaarden af
waaronder ze tevens maxitieve inhouden zijn. Ten slotte geven we een aantal situaties waarin uitbreiding tot
een reguliere possibiliteitsmaat mogelijk is. In de uitwerking van dit intermezzo zullen we op gepaste tijden
duiden op de verbanden tussen onze resultaten en een aantal resultaten, verkregen door Dubins [Dub74] en
Choquet [Cho54, Cho69] in hun studie over de uitbreidbaarheid van eindig additieve en submodulaire afbeel-
dingen. Voor de volledigheid bekijken we het inwendig en uitwendig regulier zijn van necessiteitsmaten.
In hoofdstuk 3 tonen we een possibilistische consistentiestelling aan. Deze stelling voorziet in een aan-
tal voorwaarden die afzonderlijk genomen voldoende zijn om de over een possibilistisch systeem beschikbare
informatie voor te stellen door een familie van possibilistische veranderlijken met een gemeenschappelijke pos-
sibiliteitsruimte als basisruimte. Daartoe moet de gegeven informatie wel voldoen aan een consistentievoor-
waarde. Als alle possibilistische veranderlijken van deze familie waarden aannemen in dezelfde ruime ruimte,
noemen we haar een possibilistisch proces in deze ruime ruimte. We kunnen voorts oordelen dat de possi-
biliteitsmaten waaruit de systeeminformatie bestaat – of, equivalent hiermee, de met deze possibiliteitsmaten
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corresponderende verdelingen – niet wijzigen in de tijd. Voor een possibilistisch systeem met dit structuurken-
merk gaan we in hoofdstuk 4 na of we het gedrag van de modelveranderlijken kunnen laten bepalen door een
tijdsinvariante possibiliteitsmaat op hun basisruimte. We sluiten het hoofdstuk af met de invoering van strikt
stationaire possibilistische processen.
Met een notie van ‘voorwaardelijke possibiliteit’ uit de ordinale possibiliteitstheorie formuleren we in
hoofdstuk 5 een possibilistisch analogon van de Markov-voorwaarde. Possibilistische processen, waarvan de
veranderlijken aan deze speciale voorwaarde voldoen, zullen we possibilistische Markov-processen noemen.
Deze processen voldoen onder meer aan een analogon van de Chapman-Kolmogorov-vergelijking. Voorts
zullen we aantonen dat de eigenschap een possibilistisch Markov-proces te zijn, invariant is onder tijdsom-
kering. Vervolgens tonen we aan dat een possibilistisch systeem waarvan de gegeven informatie bestaat uit
e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten kan voorgesteld worden door een possibilistisch pro-
ces. In het bijzonder geval dat zowel de initie¨le possibiliteiten als de e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten stationair
zijn is dit proces tevens strikt stationair.
In het laatste hoofdstuk tonen we de coherentie aan van twee specifieke modellen van voorwaardelijke en
onvoorwaardelijke possibiliteiten die de informatie van een subject weergeven over een gegeven discreet pos-
sibilistisch systeem. Beide modellen zijn opgebouwd met een eindig aantal possibilistische veranderlijken die
ieder de onzekerheid weergeven van het subject over de door het systeem aangenomen toestand op een bepaald
tijdstip. Voor beide modellen gaan we ervan uit dat de informatie waarover het subject beschikt voldoende
is om de onvoorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van deze veranderlijken op te stellen. Bijkomend
nemen we in het eerste model de voorwaardelijke possibiliteiten op dat het systeem op een bepaald tijdstip
een bepaalde toestand aanneemt, gegeven de door het systeem op alle voorafgaande tijdstippen aangenomen
toestanden. Voor het tweede model onderstellen we dat de modelveranderlijken aan de Markov-voorwaarde
voldoen. Als bijkomende informatie nemen we in het model de voorwaardelijke possibiliteiten op dat het sys-
teem op een bepaald tijdstip een bepaalde toestand aanneemt, gegeven de door het systeem op een voorafgaand
tijdstip aangenomen toestand. Uit de zojuist gegeven beschrijving van het model blijkt duidelijk dat we met dit
tweede model ons richten op het model dat we voorgesteld hebben als representatie van een discreet possibi-
listisch systeem waarvan de beschikbare informatie bestaat uit transitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten.
De twee modellen komen natuurlijk overeen wanneer de systeeminformatie beschreven wordt door twee pos-
sibilistische veranderlijken. Een nodige en voldoende voorwaarde voor de coherentie van dit specifieke model
bestaat volgens een studie van Walley en De Cooman erin dat de door het subject bepaalde voorwaardelijke
possibiliteiten moeten liggen tussen de waarden die hiervoor berekend kunnen worden met Dempster’s condi-
tioneringsregel en met de techniek van de natuurlijke extensie. We ‘veralgemenen’ hun resultaat door aan te
tonen dat beide modellen coherent zijn voor zover de voorwaardelijke possibiliteiten met Dempster’s condi-
tioneringsregel berekend worden uit de onvoorwaardelijke possibiliteiten. Zoals De Cooman en Walley gaan
we er tevens vanuit dat de possibilistische veranderlijken van beide modellen eindige steekproefruimten heb-
ben. Ten slotte geven we aan hoe deze resultaten gebruikt kunnen worden om de coherentie te onderzoeken
van discrete possibilistische systemen die gemodelleerd zijn door een aftelbaar oneindig aantal possibilistische
veranderlijken.
Laten we nog even de delen van dit proefschrift aanduiden die al elders gepubliceerd zijn. Delen van
hoofdstuk 2 en hoofdstuk 3 zijn terug te vinden in [Jan99a]. Een overzicht van de belangrijkste resultaten
in hoofdstuk 4 wordt gegeven in [Jan98]. Delen van hoofdstuk 5 komen aan bod in [Jan96, Jan99b]. Een
samenvatting van de belangrijkste resultaten uit hoofdstuk 6 kan gevonden worden in [Jan99b].
HOOFDSTUK 1
Niet-lineaire onzekerheidsmodellen
There was no possibility of taking a walk that day. We had been wandering, indeed, in the leafless shrub-
bery an hour in the morning; but since dinner (Mrs Reed, when there was no company, dined early) the
cold winter wind had brought with it clouds so sombre, and a rain so penetrating, that further out-door
exercise was now out of the question.
— Charlotte Bronte¨ (Jane Eyre)
1.1. Inleiding
1.1.1. Even terug in de tijd. De concepten possibiliteitsmaat en possibiliteitsverdelingsfunctie werden
ingevoerd door L.A. Zadeh als grondslagen voor een possibiliteitstheorie die voor informatie-analyse gebruikt
kan worden [Zad78]. Voor het bepalen van het gedrag van de variabelen waarmee een analyse zal uitgevoerd
worden beperkt hij zich tot linguı¨stische informatie die eventueel beschikbaar is. Hij gaat als volgt te werk: als
§ een veranderlijke is die waarden aanneemt in een verzameling ¨ , dan is de degree of ease dat § een waarde
© uit ¨ aanneemt, gelijk aan de mate ª>«­¬ ©L® waarin © tot de vaagverzameling ¯ behoort, waarbij de informatie
aangaande de variabele § gespecificeerd is door een propositie van de vorm “ § is ¯ ”. De hieruit resulterende
verdelingsfunctie °C± voor de variabele § is bijgevolg gelijk aan de lidmaatschapsafbeelding ª>« van ¯ en wordt
de possibiliteitsverdelingsfunctie van § genoemd. Voor een element © uit ¨ wordt de possibiliteit ° ± ¬ ©ﬃ® dat
§ de waarde © aanneemt uitgedrukt als de mate ª « ¬ ©ﬃ® waarin © behoort tot de vaagverzameling ¯ . Voor een
deelverzameling ² van ¨ definieert hij verder de possibiliteit ³ ± ¬² ® dat § een waarde uit ² aanneemt als
³
±
¬´²
®¶µ#·o¸Q¹
ºc»N¼
°
±
¬
©L®z½
De hieruit voortvloeiende supremumbewarende afbeelding ³ ± van de machtklasse ¾¿¬s¨ ® naar À ÁQÂRÃRÄ wordt pos-
sibiliteitsmaat genoemd.
De term ‘possibiliteit’ krijgt in Zadeh’s benadering een fysische betekenis: ‘mogelijk’ [POSSIBLE] betekent
uitvoerbaar zoals in de zinsnede ‘het is mogelijk voor Hans om 4 eieren te eten als ontbijt’.
Aan possibiliteit kan ook een epistemische betekenis gegeven worden: ‘mogelijk’ wordt geı¨nterpreteerd
als plausibel [PLAUSIBLE], zoals in de zinsnede ‘het is mogelijk dat morgen de zon schijnt’. Deze notie van
plausibiliteit vindt zijn oorsprong in de calculus van graden van ‘potentie¨le verrassing’ [POTENTIAL SURPRISE]
van Shackle [Sha61].
Dubois en Prade introduceerden de ‘necessiteitsmaten’ [Dub85]. Voor een gegeven universum Å en een
Å+ÆÇÀ ÁQÂnÃOÄ -afbeelding È noemen ze de ¾(¬Å ® ÆÇÀ ÁQÂnÃOÄ -afbeelding ³ zo dat
³¬´¯
®¶µg·o¸Q¹
±
»
«
È¬
§®
ÂpÉﬃ¯ÊK¾(¬Å
® (1.1)
de possibiliteitsmaat [POSSIBILITY MEASURE, MESURE DE POSSIBILITE´] en de ¾(¬Å ® Æ&À ÁQÂnÃOÄ -afbeelding Ë
zo dat
Ë¬¯
®¶µ ÌIÍEÎ
±
»NÏÐ
«
¬mÃ­Æ2Èk¬
§®o®
ÂmÉﬃ¯gÊ`¾¿¬´Å
® (1.2)
de necessiteitsmaat [NECESSITY MEASURE, MESURE DE NE´CESSITE´] met È verbonden. Dit wil zeggen dat Ë
en ³ elkaars dualen zijn in de volgende zin:
³v¬´¯
®¶µ
Ã­Æ6Ë¬´Å[Ñ¯
®
ÂmÉﬃ¯Ê`¾¿¬´Å
®z½ (1.3)
Uit de voorgaande definities volgt dat de afbeeldingen ³ en Ë voldoen aan
³v¬NÒ
Ó
»cÔ
¯
Ó
®¶µ ·o¸Q¹
Ó
»cÔ
³v¬´¯
Ó
® (1.4)
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en
Ëv¬NÕ
Ó
»cÔ
¯
Ó
®Öµ×ÌIÍEÎ
Ó
»cÔ
Ë¬¯
Ó
®
Â (1.5)
wanneer ¬¯ ÓØOÙ ÊKÚ ® een willekeurige familie is van deelverzamelingen van Å . Dit betekent dus dat ³ wille-
keurige suprema bewaart en Ë willekeurige infima. Wanneer een ¾(¬Å ® ÆÛÀ ÁTÂRÃRÄ -afbeelding ³ (respectievelijk
Ë ) voor willekeurige families ¬¯ ÓvØOÙ Ê`Ú ® voldoet aan (1.4) (aan (1.5) respectievelijk), dan kan een unieke
Å#Æ8À ÁQÂnÃOÄ -afbeelding È geconstrueerd worden zo dat (1.1) ((1.2) respectievelijk) geldt. Dit wil zeggen dat (1.4)
en (1.5) alternatieve karakteriseringen zijn van possibiliteits- en necessiteitsmaten.
Possibiliteits- en necessiteitsmaten kunnen uitgaande van (1.4) en (1.5) als volgt veralgemeend worden.
Als definitiegebieden van possibiliteitsmaten kunnen deelverzamelingen van ¾(¬Å ® genomen worden die ge-
sloten zijn voor willekeurige unies. Willen we echter ook de duale necessiteitsmaten bestuderen, dan moeten
we de klasse van geschikte definitiegebieden verder beperken tot ruime velden, dit wil zeggen deelverzamelin-
gen van ¾(¬Å ® die gesloten zijn voor willekeurige unies en voor complementering. Deze argumentatie ligt aan
de basis van de veralgemening die Wang [Wan82] in 1982 invoerde. Om door (1.4) en (1.5) zinvol te kunnen
stellen dat possibiliteits- en necessiteitsmaten in essentie willekeurige suprema respectievelijk infima bewaren,
hoeft de beeldverzameling van deze afbeeldingen slechts een complete tralie te zijn.
In [Coo93b] werd door De Cooman aangetoond dat possibiliteits- en necessiteitsmaten op natuurlijke
wijze ontstaan als voorstellingen van onzekerheid (of informatie) die verbonden is met evaluatieproblemen van
universa onder scherpe en/of vage eigenschappen. Op deze manier gaf hij een ordetheoretische karakterisering
van possibiliteit en necessiteit.
Possibiliteitsmaten kunnen ook beschouwd worden als imprecieze probabiliteiten. Wortels van de theo-
rie van imprecieze probabiliteiten worden onder meer gevonden in Gustave Choquets theorie van capaciteiten
[Cho54], in de theorie van de comparatieve probabiliteitsordeningen ([Key21, Koo40b, Fin73, Fin77, Fis86]),
in de theorie van credibiliteitsmaten [BELIEF MEASURES] en plausibiliteitsmaten [PLAUSIBILITY MEASURES]
(zie onder meer [Dem67, Sha76]), die van Dempster de natuurlijke interpretatie krijgen van onderprobabilitei-
ten [LOWER PROBABILITIES] en bovenprobabiliteiten [UPPER PROBABILITIES] (zie ook [Koo40b, Koo40a,
Smi61, Kyb61, Goo62]), en in de imprecieze probabiliteitsmodellen waarin onzekerheid door klassen van pro-
babiliteitsmaten voorgesteld wordt (zie onder meer [Lev74, Lev80, Ber94]). Een even zo belangrijk steunpunt
wordt geleverd door de probabiliteitstheorie van B. de Finetti [Fin31, Fin37, Fin62, Fin74, Fin75]. Hij lan-
ceert het concept coherentie [COHERENCE] voor het verzekeren van interne consistentie bij het opzetten van
modellen. Voor de verdere uitbouw van zijn theorie schakelt hij over van eindige additieve probabiliteitsmaten
naar het meer algemene concept previsie [PREVISION]. Op deze manier werkt hij een subjectieve benadering
van probabiliteit uit: probabiliteit wordt gezien als een ‘degree of belief’ in het optreden van een gebeurtenis
die vastgesteld is door een gegeven persoon op een gegeven ogenblik op grond van de informatie waarover hij
beschikt. Previsies in de zin van de Finetti zijn er niet op gericht om partie¨le onwetendheid voor te stellen.
Om partie¨le onwetenheid in kaart te kunnen brengen worden boven- en onderprevisies [UPPER AND LO-
WER PREVISIONS] door Williams [Wil76] en Walley [Wal81, Wal91] ingevoerd, waarvoor zij het coherentie-
principe van B. de Finetti veralgemenen. Tevens wordt door Walley een algemeen wiskundige techniek –
natuurlijke extensie [NATURAL EXTENSION] – ontwikkeld voor het uitbreiden van (voorwaardelijke of onvoor-
waardelijke) boven- en onderprevisies.
1.1.2. Een blik vooruit. Laten we nog een verkennende ronde langs de overige paragrafen maken. In
paragraaf 1.2 verduidelijken we het begrip ‘vaagheid’ en geven we aan hoe vage eigenschappen gemodelleerd
kunnen worden door vaagverzamelingen. Daarna behandelen we in paragraaf 1.3 negatieoperatoren en tri-
angulaire normen en conormen op complete tralies. Negatieoperatoren zullen we in paragraaf 1.4 gebruiken
om duale necessiteits- en possibiliteitsmaten te definie¨ren. Aan de hand van triangulaire normen zullen we in
hoofdstuk 5 een notie van voorwaardelijke possibiliteit invoeren, waarmee possibilistische Markov-processen
gedefinieerd kunnen worden. Daartoe bespreken we de begrippen ‘complete distributiviteit’, ‘zwakke inverteer-
baarheid’ en ‘residu-operatoren’ en herhalen we een aantal belangrijke karakterisatiestellingen van triangulaire
normen. Paragraaf 1.4 leiden we in met een korte studie van de structuurkenmerken van klassen van verza-
melingen. Onze aandacht zal hierin voornamelijk gaan naar ‘dikke monotone klassen’ en ‘ruime velden’. De
structuur van deze klassen wordt volledig bepaald door speciale elementen, die voor ruime velden precies de
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atomen zijn wanneer we deze klassen van verzamelingen partieel ordenen door de gebruikelijke inclusierela-
tie. We geven dan aan hoe dikke monotone klassen en ruime velden gegenereerd kunnen worden. Dit brengt
ons tot het eigenlijke doel van de paragraaf, namelijk het definie¨ren van possibiliteits- en necessiteitsmaten.
Hiertoe belichten we De Cooman’s redenering om deze noties ordinaal te onderbouwen. Een eerder techni-
sche uiteenzetting over de transformatie van ruime velden en possibiliteitsmaten en een bespreking van het
possibilistisch uitbreidingsprobleem sluiten de paragraaf af. In paragraaf 1.5 herhalen we de definitie van de
Choquet-integraal en bespreken we haar belangrijkste kenmerken. Een korte behandeling van zowel onder- en
bovenprevisies als Walley’s coherentieprincipe en techniek van natuurlijke extensie komen aan de orde in de
laatste paragraaf. Uiteraard zullen we hierbij speciale aandacht geven aan possibiliteitsmaten. Een overzicht
van de topologische kenmerken van ruime ruimten wordt gegeven in bijlage A. De meest frequent gebruikte
algemene begrippen en resultaten uit de tralietheorie kunnen teruggevonden worden in bijlage B. Voor een
uitvoeriger uiteenzetting verwijzen we naar de standaardwerken [Bir73, Dav90, Gie80].
1.2. Vaagheid
Eigenschappen die we zo graag willen toekennen aan objecten worden meestal slechts ten dele door deze
mogelijke dragers overgenomen. Praktisch gezien zijn eigenschappen veeleer vaag in de zin dat er objecten
voor bestaan die slechts gedeeltelijk voldoen aan de gestelde eigenschap. Om dit duidelijk te stellen doorlopen
we de volgende lijst voorbeelden.
eigenschap Ü objectenverzameling (universum) Ý
‘vogel’ Tweety, postduif, renkoekoek, kanarie, hagedis
‘groot’ personen
Evalueren we de eerste verzameling objecten met de eigenschap ‘vogel’, dan kunnen we precies vaststellen
welke hiervan vogels zijn en welke niet. Voor de tweede eigenschap is het niet mogelijk om voor elk object te
bepalen of dit al dan niet aan de opgegeven eigenschap voldoet.
Meer formeel hebben we een verzameling Å van objecten waarvan we voor elk object § Ê{Å individueel
het al of niet voldoen aan een eigenschap Þ (verbonden met het universum Å ) moeten nagaan. Een eerste stap
voor het oplossen van dit evaluatieprobleem bestaat in het bepalen van de oplossingenverzameling van Þ onder
Å :
¯9ß
µgàn§
Ø
§
ÊxÅ en § voldoet aan Þrá ½
Wanneer alle objecten § in Å ofwel tot ¯9ß ofwel tot Å}Ñâ¯9ß behoren – in deze situatie zullen we Þ specificeren
als een scherpe eigenschap, dan is het evaluatieprobleem volledig opgelost. De informatie die besloten ligt in
¯9ß kan alternatief ook voorgesteld worden door een unieke afbeelding van Å naar de Boole-keten ¬ à ÁTÂRÃãáAÂRä ®
met grootste element Ã en kleinste element Á zo dat Áæåµ Ã , namelijk door de karakteristieke afbeelding ç «>è
van ¯9ß die bepaald is door
ç
«>è
¬
§®¶µêé
Ã als § Ê{¯9ßë
Á als § åÊ{¯9ß ½
In het algemeen kunnen er objecten § in Å zijn waarvoor niet definitief vast te stellen valt of § tot ¯ß ofwel
tot ÅìÑ¯9ß behoort. Þ specificeert dan een vage eigenschap in Å . Meestal kunnen de objecten uit Å wel
onderling met elkaar vergeleken worden op basis van eigenschap Þ . De daaruit voortvloeiende informatie
geeft aanleiding tot een binaire relatie í op Å zo dat voor ¬ § ÂXî ® ÊxÅ8ï :
§
íîrð
§ voldoet hoogstens even goed aan Þ als î ½
Onderstellen we verder dat í een quasi-orderelatie is. Dit wil zeggen dat í reflexief en transitief is. Dan kan
í opgevat worden als de ruime-voorkeurrelatie [PREFERENCE RELATION] van een voorkeurstructuur ( ñ , ò ,
ó ), dit wil zeggen een drietal binaire relaties op Å bestaande uit
Æ een strikte-voorkeurrelatie ñ [STRICT PREFERENCE RELATION] die koppels ¬ § Âoî ® ÊxÅ`ï bevat waarvoor §
minder goed aan Þ voldoet dan î ;
Æ een onverschilligheidsrelatie ò [INDIFFERENCE RELATION] die koppels ¬ § ÂXî ® Ê`Å8ï bevat waarvoor § en
î even goed aan Þ voldoen;
Æ een onvergelijkbaarheidsrelatie ó [INCOMPARABILITY RELATION] die koppels ¬ § Âoî ® ÊæÅ8ï bevat waar-
voor § en î op basis van Þ niet met elkaar vergelijkbaar zijn.
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De in í opgenomen informatie vindt een equivalente voorstelling in de voorkeurstructuur ( ñ , ò , ó ) ô .
Aan elk object § van Å kunnen we dan zijn equivalentieklasse
§ﬃõãöµgà
î
Ø
î	Ê	Å en § òcîCá ½
onder de onverschilligheidsrelatie ò associe¨ren. Samen vormen deze equivalentieklassen de quotie¨ntverza-
meling Å õãö van Å geı¨nduceerd door ò , dit wil zeggen het bereik van de door ò geı¨nduceerde quotie¨ntafbeelding
÷ op Å die een object § van Å afbeeldt op zijn equivalentieklasse
÷
¬
§ﬃ®¶µ §Lõdöc½
Aan de hand van de ruime-voorkeurrelatie í kan als volgt een partie¨le-orderelatie ïø op Å õãö gedefinieerd
worden: als ù en ú behoren tot Å õãö , dan
ùkøcú0ð¬YÉ
§
Êù
®
¬YÉﬃî_Êxú
®
¬
§
íî
®z½ (1.6)
Een partieel geordende verzameling ¬´û;Ânä ® waarvoor er een orde-inbedding ü van ¬Å õ ö Âoø ® in ¬û;Ânä ® bestaat –
dit is een Å õ ö Æ6û -afbeelding ü zo dat
ùkøcú{ðüQ¬ù
®
äæüQ¬ú
®
ÂpÉ(¬´ùýÂXú
®
ÊK¬´Å
õdön®
ï
– wordt door De Cooman een evaluatieverzameling van Å onder eigenschap Þ genoemd met de samenstelling
þ
µ
üß
÷ als (de met ¬´û9ÂRä ® ) geassocieerde evaluatieafbeelding van Å onder eigenschap Þ . De waarde þ ¬ §ﬃ®
die þ toekent aan een object § van Å geeft de graad waarin § aan Þ voldoet.
  ε
 
  ρ 
 ξ


	
Figuur 1.1: Schema þ µ ü­ß ÷
Merk op dat uit de definitie van ü onmiddelijk volgt dat
§
íîvð
þ
¬
§®
ä
þ
¬î
®
ÂmÉ¿¬
§
ÂXî
®
ÊÅ
ï
½
Dit wil dus zeggen dat de evaluatieafbeelding þ op haar beurt een alternatieve voorstelling is van de in de
quasi-orderelatie í opgenomen informatie.
Wanneer ü in het bijzonder bijectief is, dit wil zeggen wanneer ü een orde-isomorfisme is tussen ¬Å õdö ÂXø ®
en ¬û;ÂRä ® , dan noemen we þ een minimale evaluatieafbeelding en ¬´û;Ânä ® een minimale evaluatieverzameling.
Minimale evaluatieafbeeldingen en -verzamelingen zijn duidelijk op een orde-isomorfisme na uniek bepaald.
¬Å
õ
ö
ÂXø
® noemen we ten slotte de natuurlijke minimale evaluatieverzameling en ÷ de natuurlijke minimale
evaluatieafbeelding van Å onder Þ .
Stel dat ¬´û9ÂRä ® een complete tralie is met grootste element Ã en kleinste element Á waarvoor Áêåµ
Ã
 . Als de eigenschap Þ scherp is binnen Å , dan heeft Þ de booleketen ¬ à ÁQÂRÃNácÂnä ® met twee elementen
als minimale evaluatieverzameling en de karakteristieke afbeelding van de oplossingenverzameling ¯9ß als
minimale evaluatieafbeelding. Omdat ¬ à ÁQÂnÃãáAÂRä ® kan ingebed worden in ¬û;ÂRä ® via de grenzenbewarende
afbeelding ü met dus üQ¬´Á ®µ Á  en üQ¬mÃ ®µ Ã  , kan ¬´û9ÂRä ® fungeren als evaluatieverzameling voor de scherpe
eigenschap Þ binnen Å . De met ¬´û9ÂRä ® geassocieerde evaluatieafbeelding van Å onder Þ is uiteraard de ¬û;ÂRä
®
-karakteristieke afbeelding van ¯ß , dit wil zeggen een Å Æ&¬´û9ÂRä ® -afbeelding die voldoet aan de volgende
definitie.
DEFINITIE 1.1. Stel ¯ is een deelverzameling van Å . De karakteristieke ¬´û9ÂRä ® -afbeelding van ¯ wordt
gedefinieerd als de Å+ÆKû -afbeelding ç« die een element § van Å afbeeldt op
ç
«
¬
§®¶µ
é
Ã als § Ê{¯ë
Á als § ÊÅêÑ¯ ½

Het drietal (  ,  ,  ) is meer bepaald een quasi-ordestructuur [QUASI ORDER STRUCTURE].

Dit is een gebruikelijke procedure om van  en  over te gaan op de partieel geordende verzameling ﬀﬂﬁﬃ (zie lemma II.1 in
[Bir73]).
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De verzameling van alle ¬´û9ÂRä ® -karakteristieke afbeeldingen op Å stellen we voor door !#"
%$'&)(
¬´Å
®
.
¬´û9ÂRä
®
-vaagverzamelingen in Å werden door Goguen [Gog67] ingevoerd als uitbreidingen van ¬û;ÂRä ® -
karakteristieke afbeeldingen.
DEFINITIE 1.2. Een ¬´û9ÂRä ® -vaagverzameling in Å is een Å Æ	û -afbeelding. De verzamelingen van alle ¬û;ÂRä
®
-vaagverzamelingen in Å stellen we voor door *+"
%$'&)(
¬Å
®
.
We kunnen ons nu afvragen of ¬´û;Ânä ® in het algemeen kan fungeren als evaluatieverzameling voor Þ ?
Zoals voorheen gesteld weten we dat een evaluatieverzameling van Þ onder Å – en dus ook de minimale
evaluatieverzameling van Þ onder Å – slechts een begrensde partieel geordende verzameling is. Omdat be-
grensde partieel geordende verzamelingen kunnen ingebed worden met bewaring van de grenzen in complete
tralies - bijvoorbeeld door de verzamelingen te vervolledigen via de methode van Dedekind en MacNeille
[Bir73, Dav90], kunnen we zonder verlies aan algemeenheid de ordinale informatie aangaande Þ voorstellen
via evaluatieafbeeldingen die hun waarden aannemen in een complete tralie. Kunnen we nu hierin een evalua-
tieafbeelding ü voor Å onder Þ , die haar waarden aanneemt in de complete tralie ¬´û9ÂRä ® , vinden? Wanneer Þ
scherp is binnen Å is dit geen probleem. Is Þ echter een vage eigenschap binnen Å , dan is dit afhankelijk van
de keuze van ¬û;Ânä ® . Anders gezegd: de keuze van een complete tralie ¬û;ÂRä ® als evaluatieverzameling voor
een selectie eigenschappen binnen Å is afhankelijk van de eigenschappen uit deze selectie die vaag zijn binnen
Å . Dit betekent dat ¬û;ÂRä ® -vaagverzamelingen in Å onder meer tot stand komen als evaluatieafbeeldingen
ü-,QÅ+ÆKû van Å onder eigenschappen waarvoor ¬´û9ÂRä ® een geschikte evaluatieverzameling is.
Afsluitend voeren we nog de volgende notie in.
DEFINITIE 1.3. Een ¬û;Ânä ® -vaagverzameling È in Å noemen we
.
ondergenormeerd als Ì ÍQÎ
±
»NÏ
È¬
§®¶µ
Á/ ;
. bovengenormeerd als ·X¸T¹
±
»NÏ
Èk¬
§ﬃ®¶µ
Ã
 ;
. genormeeerd als È zowel onder- als bovengenormeerd is.
OPMERKING 1.4.
Æ Vaagverzamelingen volgens Zadeh zijn ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® -afbeeldingen op Å en bijgevolg bijzondere gevallen van
de in definitie 1.2 ingevoerde ¬´û9ÂRä ® -vaagverzamelingen.
Æ In een andere visie van vaagverzamelingen (zie onder meer Zadeh [Zad65a]) wordt een Å+Æ6û -afbeelding
geassocieerd aan een vaagverzameling, die tot deze Å Æ!û -afbeelding – haar lidmaatschapsafbeelding
[MEMBERSHIP FUNCTION] – staat zoals een scherpe verzameling tot haar karakteristieke ¬´û9ÂRä ® -afbeelding.0
1.3. Operatoren op complete tralies
In de vorige paragraaf hebben we aangegeven dat ordinale informatie in vage eigenschappen eventueel
kan weergegeven worden door vaagverzamelingen die waarden aannemen in een complete tralie. Een aantal
vertrouwde bewerkingen op verzamelingen – zoals complement, unie en doorsnede – kunnen uitgebreid wor-
den naar vaagverzamelingen. Hiertoe worden in de literatuur speciale operatoren op complete tralies gebruikt,
namelijk negatieoperatoren en triangulaire normen en conormen. Deze behandelen we achtereenvolgens in
paragrafen 1.3.2 en 1.3.3, waardoor we in paragraaf 1.3.4 de unie, de doorsnede en het complement van vaag-
verzamelingen kunnen invoeren. In de nu volgende paragraaf introduceren we hiertoe een aantal vaste notaties
voor complete tralies.
1.3.1. Afspraken over de notatie. Tenzij uitdrukkelijk anders gesteld, duidt ¬´û9ÂRä ® een complete tralie
aan met grootste element Ã1 en kleinste element Á zo dat Á/uåµ Ã .
Stel ¬X¬´û32XÂnä42 ® Ø65 Ê à ÃNÂ ½n½R½ Â87¿á ® (met 7 Ê:9 en 7<;>= ) is een eindig stel complete tralies. Dan de-
finie¨ren we het direct product ¬@?6A
2CB
ô
û
2
Â?6A
2B
ô
ä
2
® als de verzameling ?6A
2CB
ô
û
2 van alle 7 -tallen ¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
met D 2 Ê6û 2 voor 5 Ê à ÃNÂ ½R½R½ ÂF7¿á , geordend door de productordening ?6A
2CB
ô
ä
2 . Dit wil voor twee elementen
¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
® en ¬´ª
ô
Â
½R½n½
ÂXª
A
® van ?6A
2CB
ô
û
2 zeggen dat:
¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
?
A
2CB
ô
ä42¬ª
ô
Â
½n½R½
ÂXª
A
®
ð)¬YÉ
5
Ê
à
ÃNÂ
½R½R½
ÂF7¿á
®
¬DG2(ä42ﬃªH2
®O½
Wegens het compleet zijn van de tralies ¬´û 2 ÂRä 2 ® , 5 Ê à ÃNÂ ½n½R½ ÂF7¿á hebben we dat ¬@?6A
2CB
ô
û
2
Â?6A
2B
ô
ä
2
® ook
compleet is. Wanneer alle complete tralies ¬ûI2mÂnä42 ® , 5 Ê à ÃcÂ ½n½R½ Â87¿á samenvallen met een complete tralie
¬´û9ÂRä
® dan noteren we het corresponderend direct product ¬J?6A
2B
ô
ûI2XÂ/?6A
2CB
ô
ä42
® door ¬´û3AﬃÂRä
A
®
.
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1.3.2. Negatieoperatoren. De meest algemene definitie voor negatieoperatoren wordt gevonden bij De
Cooman [Coo93b], die uitgaat van dalende transformaties van partieel geordende verzamelingen ¬´û9ÂRä ® , die
de grenzen Á/ en Ã uitwisselen. We beperken ons tot wat hij ‘negatieoperatoren in de engere zin’ noemt op
complete tralies ¬´û9ÂRä ® .
DEFINITIE 1.5. Een negatieoperator K op ¬´û;Ânä ® is een orde-omkerende permutatie van ¬û;ÂRä ® , met andere
woorden K is een permutatie van û zo dat ¬ É¿¬DÂXª ® Êxûýï ® ¬LD{ä}ªðMK¬D ® ;NK¬´ª ®X® .
Een negatieoperator is dus bij definitie in feite een duaal orde-isomorfisme van ¬´û;Ânä ® , dat tevens de
volgende eigenschappen heeft [Coo93b].
PROPOSITIE 1.6. Stel K is een negatieoperator op ¬´û;Ânä ® .
1. K wisselt de grenzen Á  en Ã  van ¬´û9ÂRä ® uit, dit wil zeggen K¬´Á  ®Öµ Ã  en K¬XÃ  ®Öµ Á  .
2. KPOLô is een negatieoperator op ¬´û9ÂRä ® .
3. K is een negatieoperator op de duale complete tralie ¬û;ÂJ; ® .
4. K is strikt dalend, dit wil zeggen ¬ É¿¬DÂXª ® Êxû ï ® ¬LDRQÇªRSTK¬D ®U K¬´ª ®X® .
VOORBEELD 1.7. De permutatie VXW van À ÁQÂnÃOÄ , die een element § ÊKÀ ÁQÂnÃOÄ afbeeldt op VXWd¬ §ﬃ®¶µ ÃﬃÆ § , is dalend
en involutief en is dus een negatieoperator op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® . Trillas [Tri82] heeft aangetoond dat alle involutieve
en continue negatieoperatoren op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄjÂnä ® van de vorm
V WE$ Y
µ[Z
OLô
ß#V W ß
Z
zijn, waarbij Z een strikt stijgende permutatie van ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® is. \
DEFINITIE 1.8. Stel 7uÊ]9uÑ à ÁEá , laat K een negatieoperator op ¬û;Ânä ® zijn. De duale operator ten opzichte
van K van een 7 -aire operator Z op ¬´û9ÂRä ® is de û3A_Æ û -afbeelding Z_^ , die een 7 -tal ¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
®
Ê&ûIA
afbeeldt op
Z
^
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A
®Öµ
K
OLô
¬
Z
¬K¬LD
ô
®
Â
½R½n½
ÂEK¬LD
A
®o®X®O½
1.3.3. Triangulaire normen en conormen. Triangulaire normen en conormen [TRIANGULAR NORMS,
TRIANGULAR CONORMS] werden door Schweizer en Sklar [Sch63, Sch83] ingevoerd bij hun onderzoek van
probabilistische metrische ruimten. Het zijn stijgende, associatieve en commutatieve binaire operatoren op het
eenheidsinterval ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® , die aan een aantal randvoorwaarden voldoen. In de theorie van de vaagverzame-
lingen werden ze gebruikt door Alsina, Trillas en Valverde [Als80] en Prade [Pra80] om de unie en doorsnede
van vaagverzamelingen te modelleren. In zijn studie van operatoren op evaluatieverzamelingen werd door De
Cooman [Coo93b] opgemerkt dat geen van de definie¨rende eigenschappen typisch is voor operatoren op À ÁQÂRÃRÄ .
We geven in deze paragraaf een aantal nuttige definities en resultaten uit zijn studie. Niettegenstaande het
meestal voldoende is om een begrensde partieel geordende verzameling ¬û;ÂRä ® te nemen om deze operatoren
te bestuderen, gaan we zoals in de voorgaande paragraaf er opnieuw vanuit dat ¬û;Ânä ® een complete tralie is
waarvoor Á/Çåµ Ã . We sluiten de paragraaf af met enkele karakterisatiestellingen van triangulaire normen op
¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä
®
.
Definities en elementaire eigenschappen.
DEFINITIE 1.9.
1. Een triangulaire norm of t-norm ` op ¬´û9ÂRä ® is een binaire commutatieve en associatieve operator op
¬´û;Ânä
® die voldoet aan:
(a) randvoorwaarden:
¬YÉHDxÊ{û
®
¬`¬mÃ¿ÂED
®Öµ
D
® ;
(b) ` is stijgend:
¬YÉ(¬D
ô
ÂﬀD
ï
ÂXª
ô
ÂXª
ï
®
Ê{ûIa
®
¬LD
ô
äbD
ï
en ª
ô
äæª
ï
Sc`_¬D
ô
Âoª
ô
®
äb`¬D
ï
Âoª
ï
®o®
.
2. Een triangulaire conorm of t-conorm d op ¬û;ÂRä ® is een binaire commutatieve en associatieve operator
op ¬û;Ânä ® die voldoet aan:
(a) randvoorwaarden:
¬YÉHDxÊ{û
®
¬ed¬´Á

ÂED
®¶µ
D
® ;
(b) d is stijgend:
¬YÉ(¬D
ô
ÂﬀD
ï
ÂXª
ô
ÂXª
ï
®
Ê{ûIa
®
¬LD
ô
äbD
ï
en ª
ô
äæª
ï
Sfd¬D
ô
Âoª
ô
®
ägd¬D
ï
ÂXª
ï
®o®
.
Met definitie 1.8 krijgen we het volgende verband tussen t-normen en t-conormen.
PROPOSITIE 1.10. Stel K is een negatieoperator op ¬´û9ÂRä ® .
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1. De duale operator ten opzichte van K van een t-norm op ¬´û;Ânä ® is een t-conorm op ¬´û;Ânä ® .
2. De duale operator ten opzichte van K van een t-conorm op ¬û;Ânä ® is een t-norm op ¬´û;Ânä ® .
DEFINITIE 1.11. ` W en d W duiden de binaire operatoren op ¬´û;Ânä ® aan die in een koppel ¬LD>Âoª ® Ê{û¶ï gegeven
zijn door:
` W ¬DÂXª
®¶µ
hi
j
ik
D als ª µ Ãë
ª als D µ Ã1¿ë
Á/ anders ½
d W ¬DÂXª
®¶µ
hi
j
ik
D als ª µ Á  ë
ª als D µ Á  ë
Ã  anders ½
Met `ml en don duiden we ten slotte de binaire infimum- en supremumoperator op ¬´û9ÂRä ® aan.
Met de zoe¨ven ingevoerde operatoren kunnen we t-(co)normen naar onder en naar boven begrenzen. Te-
vens zijn de begrenzende operatoren die hierbij optreden op hun beurt ook t-(co)normen.
PROPOSITIE 1.12. Stel K is een negatieoperator op ¬´û9ÂRä ® , dan
.
` W is de duale operator ten opzichte van K van d W, en vice versa;
.
`ml is de duale operator ten opzichte van K van don , en vice versa;
en:
.
` W en ` l zijn t-normen op ¬´û9ÂRä ® . Als ` een t-norm is op ¬´û9ÂRä ® , dan hebben we voor elke ¬DÂXª ® Ê{ûýï dat
` W ¬LD>Âoª
®
äN`¬DÂXª
®
äN`
l
¬DÂXª
®O½
.
don en d W zijn t-conormen op ¬´û;Ânä ® . Als d een t-conorm is op ¬û;Ânä ® , dan hebben we voor elke ¬LD>Âoª ® Ê{û¶ï
dat
don¿¬DÂXª
®
äpd¬DÂXª
®
äqd W ¬DÂXª
®O½
In het vervolg zullen we extensief gebruik maken van de volgende t-normen en t-conormen.
VOORBEELD 1.13. Stel ¬û;ÂRä ®{µ ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® . Het product `sr en de probabilistische som d#r zijn binaire
operatoren op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä ® die in ¬ § ÂXî ® Ê6À ÁTÂRÃRÄ ï gegeven zijn door:
`sr(¬
§
Âoî
®¶µ §
îë
d
r
¬
§
Âoî
®¶µ §Xt
îÆ
§
î
½
d#r is de ten opzichte van V W duale t-conorm van de t-norm `sr op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® . \
VOORBEELD 1.14. De Łukasiewicz t-norm `  en de Łukasiewicz t-conorm d  op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä ® zijn in ¬ § Âoî ® Ê
À ÁQÂRÃRÄ
ï gegeven door:
`

¬
§
ÂXî
®Öµ max ¬ §Xt îvÆ}ÃcÂoÁ ® ë
ds(¬
§
ÂXî
®Öµ min ¬ §Xt îﬃÂRÃ ® ë
waarbij d  uiteraard de ten opzichte van V W duale t-conorm van `  op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® is. \
De volgende notie zullen we in het laatste deel van deze uiteenzetting gebruiken om t-normen op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ®
te classificeren.
DEFINITIE 1.15. Een t-norm ` op ¬û;ÂRä ® voldoet aan de schrappingswet als
¬ É¿¬´ùýÂEDÂXª
®
Êxû3u
®
¬`_¬ù¶ÂﬀD
®¶µ
`¬ù¶Âoª
®
S.¬´ù
µ
Á
 of D µ ª ®X®z½
Een t-norm ` op een complete keten ¬û;Ânä ® voldoet aan de schrappingswet als en alleen als haar partie¨le
afbeeldingen `_¬´ùýÂJv ® , ù ÊKû`Ñ à Á/ká strikt stijgend zijn. We zullen daarom een t-norm op een complete keten
die aan de schrappingswet voldoet strikt stijgend noemen.
VOORBEELD 1.16.
Æ Als ¬´û9ÂRä ® een complete tralie met ten minste drie elementen is, dan voldoet de infimumoperator ` l op
¬û;ÂRä
® niet aan de schrappingswet.
Æ De Łukasiewicz t-norm `w en ` W zijn geen strikt stijgende t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® .
Æ Het product ` r is een strikt stijgende t-norm op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® .
1.3. OPERATOREN OP COMPLETE TRALIES 11
\
Uitgebreide t-(co)normen. We nemen voor het vervolg aan dat de unaire t-(co)norm op ¬´û9ÂRä ® overeen-
komt met de identieke permutatie van ¬´û9ÂRä ® . Op de gebruikelijke manier kunnen t-(co)normen uitgebreid
worden tot 7 -aire operatoren (met 7`Êx9 en 7 U = ).
Voor een t-norm ` op ¬´û9ÂRä ® kan hiertoe de onderstaande iteratieve procedure gevolgd worden. Stel `
ï
µ
` . Als 72Êy9 zo dat 7 U = , laat dan `
A
de 7 -aire operator op ¬´û9ÂRä ® zijn die in een 7 -tal ¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
®
Ê8ûIA
gegeven is door:
`
A
¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®Öµ
`_¬z`
A{O>ô
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A{O>ô
®
ÂED
A
®
Â
waarbij `
AwOLô
de in vorige iteratiestap ingevoerde 70Æ Ã -aire operator is, geassocieerd aan de gegeven t-norm
` . Voor 7 µ Ã stellen we `
ô
,Cû6ÆKû voor D8Êû gelijk aan `
ô
¬D
®ýµ
D , dit wil zeggen: `
ô
is precies de unaire
t-norm op ¬û;ÂRä ® .
De operatoren ¬z`
A
Ø
7KÊ|92Ñ
à
ÁQá
® hebben de volgende eigenschappen.
PROPOSITIE 1.17. Stel 7KÊx96Ñ à ÁEá .
1. Als ¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
Ê{ûIA , dan:
.
`
A_}ô
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A
ÂnÃ 
®Öµ
`
A
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
® ;
.
`
A_}ô
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A
ÂŁÁ 
®Öµ
Á  .
2. Als ¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
® en ¬´ª
ô
Â
½R½n½
ÂXª
A
® twee elementen van û A zijn, dan:
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
®
ä
A
¬ª
ô
Â
½n½R½
ÂXª
A
®
Sc`
A
¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
äp`
A
¬ª
ô
Â
½R½n½
ÂXª
A
®
Â
waarin ä
A
de uit ä afgeleide productordening op ûIA is.
3. Stel ¬D
ô
Â
½R½R½
ÂED
A
®
Êxû
A , laat ~	ÊR9 zo dat ÁXQN~Qp7 , dan:
`
A
¬D
ô
Â
½R½R½
ÂﬀD
A
®Öµ
`¬`mE¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED)
®
ÂF`
A{O
E¬D)
}kô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
®o®z½
4. Stel ¬D
ô
Â
½R½R½
ÂED
A
®
Êxû3A , laat  een permutatie van à ÃcÂ ½n½R½ Â87¿á zijn, dan:
`
A
¬LD
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®¶µ
`
A
¬Dw"
ô
(
Â
½R½n½
ÂEDw"
A
(
®O½
De uitgebreide operatoren ¬z`
A
Ø
78ÊR92Ñ
à
ÁQá
® voldoen aan dezelfde randvoorwaarden als binaire t-normen,
en zijn tevens stijgend, associatief en symmetrisch (of commutatief). We zullen in het vervolg zonder onder-
scheid elke 7 -aire operator `
A
(met 7 Ê:9&Ñ à ÁQá ) noteren door ` , en, voor een 7 -tal ¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
Êgû
A
zullen we het element `
A
¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
® van û weergeven door `A

B
ô
D) . Wanneer alle 7 elementen D
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
samenvallen met een element D van û , dan verkorten we de notatie `A

B
ô
D) (die de 7 -de macht van D voor de
operator ` op ¬´û;Ânä ® aangeeft) tot D " A ( . Ten slotte stellen we D " ( µ Ã1 .
Uitgebreide t-normen voldoen aan een analoge begrenzingseigenschap als binaire t-normen, en resulteren
bij evaluatie in een groter element wanneer ten minste ’e’en van de argumenten wordt gee¨limineerd.
PROPOSITIE 1.18. Stel 7KÊx96Ñ à ÁQÂRÃNá , laat ¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A
®
ÊûIA , dan:
.
` W ¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂED
A
®
äN`¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
äN`
l
¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
® ;
.
`¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
®
äp`	¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A{OLô
®
.
Een t-conorm d op ¬û;ÂRä ® geeft via een volledige gelijklopende methode aanleiding tot uitgebreide t-
conormen, die we zoals in het voorgaande allemaal zullen noteren door d . In het bijzonder zullen we voor een
7 -tal ¬LD
ô
Â
½n½R½
ÂﬀD
A
®
ÊûIA het element d¬D
ô
Â
½R½n½
ÂED
A
® van û weergeven door d#A

B
ô
D) .
Complete distributiviteit - zwakke inverteerbaarheid - residuoperatoren. We bespreken een aantal
noties die veelvuldig zullen weerkeren.
Laten we hierbij de volgende afspraken maken:
.
` is een t-norm op een complete tralie ¬´û9ÂRä ® waarvoor Á  åµ Ã  ;
. de t-norm ` is compleet distributief over ·X¸Q¹ in ¬û;ÂRä ® , dit wil zeggen dat voor elk element D van û en voor
elke familie ¬ª Ó ØRÙ Ê`Ú ® van elementen van û :
`¬DÂ
·o¸Q¹
Ó
»cÔ
ª
Ó
®Öµ&·o¸Q¹
Ó
»cÔ
`_¬DÂXª
Ó
®O½
OPMERKING 1.19.
Æ Wanneer ¬´û;Ânä ® samenvalt met ¬XÀ ÁQÂRÃRÄjÂnä ® is deze voorwaarde op ` equivalent met het linkscontinu zijn van
de partie¨le afbeeldingen van ` .
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Æ Analoog noemen we een t-norm ` op een complete tralie ¬û;Ânä ® compleet distributief over Ì ÍEÎ in ¬´û9ÂRä ®
als en alleen als voor elk element D van û en voor elke familie ¬´ª ÓØnÙ Ê`Ú ® van elementen van û :
`¬DÂ
ÌIÍEÎ
Ó
»cÔ
ª
Ó
®Öµ×ÌIÍEÎ
Ó
»cÔ
`_¬LD>Âoª
Ó
®
Â
en dit is uiteraard equivalent met het rechtscontinu zijn van de partie¨le afbeeldingen van ` wanneer ¬û;ÂRä
®Öµ
¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä
®
.
0
Stel D en ª zijn twee elementen van û . Dan kunnen we nagaan of de t-norm-vergelijking
`¬LD>ÂŁù
®¶µ
ª ¬ met ùæÊxû ® Â (1.7)
oplossingen in û heeft. In geval zo’n oplossing ù van (1.7) bestaat, dan is wegens het commutatief zijn van `
uiteraard ook `¬ù¶ÂﬀD ®µ ª en noemen we ù een inverse voor ` van D ten opzichte van ª .
Een nodige voorwaarde voor het bestaan van inverse elementen is dat D;ª . Onderstel immers uit het
ongerijmde dat aan deze voorwaarde niet voldaan is, dan is DRQ}ª ofwel zijn D en ª onderling niet vergelijkbaar,
dit wil zeggen ¬LD{ä}ª ® en ¬´ª`äD ® . In beide gevallen is `	¬DÂoù ® åµ ª voor elke ù2Ê{û . Met andere woorden:
er bestaan geen inverse elementen voor ` van D ten opzichte van ª .
Een t-norm ` waarvoor de omgekeerde implicatie ook geldt noemen we zwak inverteerbaar.
DEFINITIE 1.20. Een t-norm ` op ¬û;ÂRä ® is zwak inverteerbaar als voor elke ¬DÂXª ® Êxû ï :
Dx;ÇªRSŁD heeft een inverse voor ` ten opzichte van ª ½
Wanneer (1.7) een oplossing in û heeft, hoeft ze niet noodzakelijk uniek te zijn. Omdat ` bij onderstelling
compleet distributief is over ·X¸T¹ in ¬´û9ÂRä ® , kunnen we in dat geval wel de grootste oplossing van (1.7) voor de
partie¨le-orderelatie ä op û bepalen. Laten we hiertoe de definitie van residu (zie [Bir73, Coo93b]) herhalen.
DEFINITIE 1.21. Stel ¬ª(ÂED ® Ê{û¶ï , dan noemen we
ª\

D
µÛ·X¸Q¹>à
ù
Ø
ù2Êxû en `¬DÂoù
®
ä}ª¿á
het residu voor ` van ª door D . De binaire operator \  op û , die een koppel ¬ª(ÂED ® op ªR\  D afbeeldt, is
de residuoperator op ¬û;Ânä ® geassocieerd met ` .
Hiermee kunnen de volgende resultaten afgeleid worden [Coo93b].
PROPOSITIE 1.22. Stel ¬DÂXª ® Ê`ûýï , dan is er een inverse in û voor ` van D ten opzichte van ª als en alleen
als ªR\  D de grootste oplossing voor ä van de vergelijking `_¬LD>ÂŁù ®¶µ ª (met ù2Ê{û ) is.
Verder hebben we: ` is zwak inverteerbaar als en alleen als ¬ É¿¬LD>Âoª ® Êxûýï ® ¬DR;}ªySc`¬ªy\  DÂED ®¶µ ª ® .
VOORBEELD 1.23. Stel ¬ § ÂXî ® Ê2À ÁQÂRÃRÄ ï , dan vinden we achtereenvolgens voor
. de minimumoperator `ml op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ® dat
§
\
ﬂ
î
µêé
§ als § Q}îﬃë
Ã elders ë
. het product ` r op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® dat
§
\

î
µ
h
j
k
§
î
als § Q}îﬃë
Ã elders ë
. de Łukasiewicz t-norm `w op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® dat
§
\

î
µ é
Ã
t2§
ÆKî als § QÇîﬃë
Ã elders ë
`ml , ` r en `w zijn zwak inverteerbare t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ® . \
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Representaties van t-normen op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä ® . Als besluit van deze uiteenzetting over t-(co)normen formu-
leren we een aantal karakterisatiestellingen voor t-normen op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® . Daartoe herhalen we onder meer de
definities van strikte, Archimedische en nilpotente t-normen en het begrip ‘nuldeler’ van een t-norm. Een meer
gedetaı¨lleerd overzicht kan gevonden worden in [Kle97, Sch83].
Onderstel vanaf nu dat ` een t-norm op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ® is.
Een eerste, belangrijke voorwaarde die we kunnen leggen op ` bestaat in het continu zijn van ` als
ree¨elwaardige afbeelding van À ÁQÂnÃOÄ ï naar À ÁQÂnÃOÄ (waarbij we stilzwijgend onderstellen dat zowel het domein
À ÁQÂRÃRÄ
ï als het codomein À ÁQÂnÃOÄ voorzien zijn van de respectieve geı¨nduceerde Euclidische topologiee¨n op ¿ï en
 ).
Wegens het stijgend zijn van ` hebben we natuurlijk: ` is een continue t-norm op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ® als en alleen
als ` continue partie¨le afbeeldingen heeft als en alleen als ` compleet distributief over zowel ·X¸Q¹ als ÌIÍEÎ in
¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä
® is.
DEFINITIE 1.24. Een t-norm ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® wordt strikt genoemd als ` een continue t-norm op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® is
die strikt stijgend is (dit wil zeggen die voldoet aan de schrappingswet).
VOORBEELD 1.25.
Æ Het product `sr is een strikte t-norm op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® .
Æ De minimumoperator ` l en de Łukasiewicz t-norm `  op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® zijn continu maar niet strikt stijgend.
Æ De binaire operator ` op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄjÂnä ® , die ¬ § ÂXî ® Ê6À ÁTÂRÃOÄ ï afbeeldt op
`	¬
§
Âoî
®Öµ é
§
î
=
als max ¬ § ÂXî ® Q Ãcë
§
î anders Â
is een niet-continue, strikt stijgende t-norm op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® .
\
DEFINITIE 1.26. Een t-norm ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® wordt Archimedisch genoemd als voor elk koppel ¬ § Âoî ® ÊﬃÄYÁTÂRÃcÀ ï
er een natuurlijk getal 7KÊ|9uÑ à ÁQá bestaat zo dat
§
"
A
(

QÇî
½ (1.8)
Merk op dat (1.8) equivalent is aan de voorwaarde:

Ì
A}s
§
"
A
(

µ
Á
½ (1.9)
VOORBEELD 1.27. Het product `sr , de Łukasiewicz t-norm `  en ` W zijn alle Archimedische t-normen op
¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä
®
. De minimumoperator ` l is geen Archimedische t-norm op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® . \
Het volgende resultaat geeft een karakterisering van continue Archimedische t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® (zie
onder meer [Kle97]).
PROPOSITIE 1.28. Stel ` is een t-norm op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄsÂRä ® .
. Als ` Archimedisch is, dan
`¬
§
Â
§ﬃ®
Q
§
ÂÉ
§
ÊﬃÄ ÁQÂnÃcÀ
½ (1.10)
. Als ` continu is en aan (1.10) voldoet, dan is ` Archimedisch.
GEVOLG 1.29. Een strikte t-norm ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä ® is Archimedisch.
Figuur 1.2 geeft in schema-vorm de logische verbanden tussen continuı¨teit, het strikt stijgend zijn, strikt-
heid en het Archimedisch zijn voor t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® .
We voeren nu een speciale klasse van Archimedische t-normen in.
DEFINITIE 1.30. Een t-norm ` op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ® is nilpotent als ` een continue t-norm op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® is waarvoor
elk element § van Ä ÁQÂnÃcÀ nilpotent is, dit wil zeggen waarvoor er een natuurlijk getal 7`Êx98Ñ à ÁEá bestaat zo dat
§
"
A
(

µ
Á .
We kunnen ten slotte een onderscheid maken tussen t-normen met of zonder nuldelers.
DEFINITIE 1.31. Een element § van ÄYÁTÂRÃcÀ wordt een nuldeler van ` genoemd als er een element î van Ä ÁQÂRÃAÀ
bestaat zo dat `_¬ § Âoî ®¶µ Á .
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      T(x,x) < x voor alle x van ]0,1[
                  T is strikt
T is continu
                T is Archimedisch
   T is continu
T is continu
     T is strikt stijgend
Figuur 1.2: Logische verbanden tussen de verschillende eigenschappen van t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄjÂRä ®
VOORBEELD 1.32. Het product `sr op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® heeft geen nuldelers. Elk element van Ä ÁQÂnÃcÀ is een nuldeler
van de Łukasiewicz t-norm `  op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® . \
Wegens de voorafgaande definities zijn zowel strikte als nilpotente t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄjÂnä ® continu en
Archimedisch. Het volgende resultaat zegt dat t-normen met deze laatste twee eigenschappen op exclusieve
wijze ofwel strikt, ofwel nilpotent zijn. Uitsluitsel daarin wordt onder meer gegeven door het al dan niet
aanwezig zijn van nuldelers (zie [Kle97]).
PROPOSITIE 1.33. Stel ` is een continue Archimedische t-norm op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® . Dan zijn de volgende voor-
waarden equivalent.
1. ` is strikt.
2. ` heeft geen nuldelers.
3. ` is niet nilpotent.
4. Er bestaan geen nilpotente elementen voor ` .
Continue Archimedische t-normen op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® kunnen als volgt gekarakteriseerd worden (zie [Lin65];
voor strikte t-normen: zie [Acz49]).
STELLING 1.34. Een binaire operator ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® is een continue Archimedische t-norm als en alleen als
er een continue, strikt dalende afbeelding Z van À ÁQÂRÃRÄ naar À ÁTÂ t Ä bestaat waarvoor Z ¬mÃ ®(µ Á en zo dat voor
¬
§
ÂXî
®
Ê6À ÁTÂRÃRÄ
ï :
`¬
§
ÂXî
®Öµ[Z
OLô
¬
Ì Í
¬
Z
¬
§®stpZ
¬î
®
Â
Z
¬´Á
®X®X®O½
De afbeelding Z is tot op een positieve ree¨le constante factor na uniek bepaald, en wordt een additieve generator
van ` genoemd
OPMERKING 1.35.
Æ Een t-norm ` op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® is strikt als en alleen als we voor elke additieve generator Z van ` hebben dat
Z
¬Á
®Öµt
.
Æ Een t-norm ` op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® is nilpotent als en alleen als we voor elke additieve generator Z van ` hebben
dat Z ¬´Á ® Q t .
0
Strikte t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® kunnen gekarakteriseerd worden als ‘  -transformaties’ van het product `sr ,
nilpotente t-normen op ¬oÀ ÁTÂRÃRÄÂRä ® als ‘  -transformaties’ van de Łukasiewicz t-norm `  [Lin65].
STELLING 1.36. Een binaire operator ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® is een strikte t-norm als en alleen als ` orde-isomorf
met het product `sr is, dit wil zeggen: er bestaat een strikt stijgende permutatie  van À ÁQÂRÃRÄ zo dat voor
¬
§
ÂXî
®
Ê6À ÁTÂRÃRÄ
ï :
`_¬
§
Âoî
®¶µ

OLô
¬z`srÖ¬¬
§ﬃ®
Âﬀk¬´î
®X®X®O½
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STELLING 1.37. Een binaire operator ` op ¬XÀ ÁQÂRÃRÄjÂnä ® is een nilpotente t-norm als en alleen als ` orde-
isomorf met de Łukasiewicz t-norm `w is, dit wil zeggen: er bestaat een strikt stijgende permutatie  van À ÁQÂRÃRÄ
zo dat voor ¬ § ÂXî ® Ê6À ÁTÂRÃOÄ ï :
`¬
§
ÂXî
®¶µ

OLô
¬z`  ¬¬
§®
Âﬀ¬î
®X®o®z½
Voor continue t-normen geldt ten slotte de volgende algemene karakterisatiestelling [Lin65].
STELLING 1.38. Een binaire operator ` op ¬XÀ ÁQÂnÃOÄjÂRä ® is een continue t-norm als en alleen als ` een ordinale
som van continue Archimedische t-normen is, dit wil zeggen: er bestaat een familie ¬`m Ø ùæÊ| ® van continue
Archimedische t-normen en een familie ¬ÄwLÂE>À Ø ùuÊx ® van paarsgewijze disjuncte open deelintervallen van
À ÁQÂRÃRÄ zo dat
`_¬
§
Âoî
®¶µ
h
j
k
w
t
¬zÆ{
®
`	¬
§
Æ{
  Æ 
Â
îvÆw
  Æ 
® als ¬ § Âoî ® Ê6À wLÂEﬂEÄYï met ù2ÊRë
ÌIÍ
¬
§
ÂXî
®
anders ½
(1.11)
OPMERKING 1.39. Een t-norm ` op ¬oÀ ÁTÂRÃOÄsÂRä ® die aan (1.11) voldoet wordt ook de ordinale som met termen
[SUMMANDS] ¬z  ÂE  ÂF`  ® ÂoùæÊ| genoemd.
0
1.3.4. Bewerkingen op vaagverzamelingen. Een eerste in de literatuur veelvuldig voorkomende me-
thode om complement-, doorsnede- en unieoperatoren op de ¬´û9ÂRä ® -vaagverzamelingen *+"
%$'&%(
¬´Å
® in een
niet-lege verzameling Å te definie¨ren bestaat in het puntsgewijs uitbreiden van negatieoperatoren, triangulaire
normen en conormen op de complete tralie ¬´û;Ânä ® . Meestal worden deze definities ingevoerd voor het geval
dat ¬û;Ânä ®Öµ ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ® [Dub80, Ker85, Ker93, Kli88, Pra80].
Stel dat we beschikken over de volgende operatoren op een complete tralie ¬´û9ÂRä ® : K is een negatieoperator
op ¬´û9ÂRä ® , ` is een t-norm op ¬´û;Ânä ® en d is een t-conorm op ¬´û;Ânä ® .
We kunnen deze operatoren als volgt puntsgewijs uitbreiden tot operatoren co ^ ,   en  ¢¡ op *+"
%$'&)(
¬´Å
®
.
Stel ÈÊ|*+"
%$'&%(
¬´Å
®
, dan is co ^ ¬È ® de ¬û;Ânä ® -vaagverzameling in Å zo dat
co ^ ¬È ® ¬ §ﬃ®ýµ K¬Èk¬ §®o® ÂmÉ § ÊxÅ ½
Voor twee ¬´û;Ânä ® -vaagverzamelingen È
ô
en È
ï
in Å definie¨ren we twee ¬´û9ÂRä ® -vaagverzamelingen È
ô


È
ï
,
È
ô
 ¢¡rÈ
ï
in Å door
¬jÈ
ô


È
ï
®
¬
§ﬃ®ýµ
`_¬È
ô
¬
§®
ÂŁÈ
ï
¬
§®X®
ÂpÉ
§
Ê	Å8Â
en
¬È
ô
 
¡
È
ï
®
¬
§ﬃ®ýµ
d¬È
ô
¬
§®
ÂŁÈ
ï
¬
§®X®
ÂpÉ
§
Ê	Å
½
Evalueren we de voorgaande uitdrukkingen voor karakteristieke ¬´û;Ânä ® -afbeeldingen, dan vinden de gebrui-
kelijke definities voor het complement, de unie en doorsnede van verzamelingen terug. Immers, voor twee
deelverzamelingen ¯ en £ van Å hebben we:
co ^ ¬´ç « ®Öµ ç Ï­Ð
«
Â
ç
«


ço¤
µ
ç
«H¥
¤;Â
ç
«
 
¡
ço¤
µ
ç
«H¦
¤
½
Merk op: ç «H¥ ¤ µ ç «¨§ ço¤ en ç «H¦ ¤ µ ç «¨© ço¤ . Dit wil zeggen dat de beperking van   en   ¡ tot
!#"
%$'&%(
¬Å
® zich herleiden tot respectievelijk de binaire infimum- en supremumoperator op !#"
%$'&%(
¬Å
®
. Uit
de identificatie die we kunnen doorvoeren tussen de elementen van !#"
%$'&)(
¬´Å
® enerzijds en de elementen van
¾(¬Å
® anderzijds volgt dat co ^ een operator op !#"
%$'&)(
¬´Å
® is die correspondeert met de complementoperator
co op ¬p¾(¬Å ® ÂJª ® , en die we bijgevolg de complementoperator van !#"
%$'&%(
¬´Å
® noemen.
De operatoren co ^ ,   en   ¡ worden respectievelijk complement-, doorsnede- en unie-operator op
*+"
%$'&%(
¬Å
® genoemd.
Een tweede algemenere methode om deze operatoren in te voeren wordt gevonden in [Coo93b]. Als ver-
trekpunt wordt genomen dat de ¬´û9ÂRä ® -vaagverzamelingen *+"
%$'&)(
¬Å
® in Å partieel geordend kunnen worden
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door de productordening [Gog67]. Concreet gaat dit als volgt. Via de partie¨le-orderelatie ä op û kunnen we
een partie¨le-orderelatie « op *+"
%$'&)(
¬Å
® als volgt bepalen: als ¬¬ﬃÂŁÈ ® Ê*+"
%$'&)(
¬Å
®
ï , dan
¬­« Èð)¬ É
§
ÊxÅ
®
¬e¬ﬃ¬
§®
ä È¬
§®o®z½
Uit de compleetheid van ¬û;ÂRä ® volgt dat ¬z*+"
%$'&%(
¬´Å
®
Â1«
® eveneens een complete tralie is met kleinste element
ço® en grootste element ç Ï .
Vanuit een intuı¨tieve redenering geeft De Cooman volgende definities voor complement-, doorsnede- en
unieoperatoren op *+"
%$'&)(
¬Å
®
.
DEFINITIE 1.40.
Æ Een complementoperator op *+"
%$'&%(
¬´Å
® is een negatieoperator op ¬z*+"
%$'&%(
¬´Å
®
Â1«
® waarvan de beperking
tot !#"
%$'&%(
¬Å
® zich herleidt tot de complementoperator van ¬z!#"
%$'&)(
¬´Å
®
Â1«
®
.
Æ Een doorsnedeoperator op *+"
%$'&%(
¬Å
® is een triangulaire norm op ¬e*+"
¯$'&)(
¬Å
®
ÂJ«
® waarvan de beperking
tot !#"
%$'&%(
¬Å
® zich herleidt tot de binaire infimumoperator van ¬z!#"
¯$'&)(
¬Å
®
ÂJ«
®
.
Æ Een unieoperator op *+"
¯$'&)(
¬Å
® is een triangulaire conorm op ¬e*+"
%$'&)(
¬Å
®
ÂJ«
® waarvan de beperking tot
!#"
¯$'&)(
¬Å
® zich herleidt tot de binaire supremumoperator van ¬!#"
%$'&)(
¬´Å
®
Â1«
®
.
Een 7 -aire operator ° op û (met 7KÊx9uÑ à ÁEá ® kan puntsgewijs uitgebreid worden tot een 7 -aire operator
±¯²
op *+"
%$'&%(
¬Å
®
, die een 7 -tal ¬jÈ
ô
Â
½n½R½
ÂÈ
A
®
Ê:*+"
%$'&)(
¬´Å
®
A op een vaagverzameling
±¯²
¬È
ô
Â
½R½n½
ÂŁÈ
A
®
Ê
*+"
%$'&%(
¬Å
® afbeeldt zo dat
± ²
¬jÈ
ô
Â
½n½R½
ÂŁÈ
A
®
¬
§®¶µ
°x¬È
ô
¬
§®
Â
½R½n½
ÂŁÈ
A
¬
§ﬃ®X®
ÂÉ
§
ÊxÅ
½
Van zijn algemenere noties toont hij aan dat ze in feite alternatieve karakteriseringen zijn van de volgens de eer-
ste methode ingevoerde complement-, doorsnede- en unieoperatoren, voor zover ze puntsgewijze uitbreidingen
zijn van operatoren op û .
STELLING 1.41. Stel °
ô
is een unaire operator op û en °
ï
een binaire operator op û .
1.
±%²I³
is een complementoperator volgens definitie 1.40 op *+"
%$'&%(
¬´Å
® als en alleen als °
ô
een negatie-
operator op ¬û;Ânä ® is.
2.
±%²µ´
is een doorsnedeoperator volgens definitie 1.40 op *+"
%$'&%(
¬Å
® als en alleen als °
ï
een t-norm op
¬´û;Ânä
® is.
3.
±%²µ´
is een unieoperator volgens definitie 1.40 op *+"
%$'&%(
¬Å
® als en alleen als °
ï
een t-conorm op
¬´û;Ânä
® is.
1.4. Possibiliteits- en necessiteitsmaten
1.4.1. Klassen van verzamelingen. We geven een bondig overzicht van structuurkenmerken, die een
klasse van verzamelingen kan hebben. Met de in deze bespreking vermelde definities en resultaten beogen we
een technische-wiskundige basis te leggen voor een possibilistische procestheorie. Een grondiger uiteenzetting
kan gevonden worden in de standaardwerken [Hal74, Bha83, Wan92]. We zullen hierin evenwel de nadruk
leggen op dikke monotone velden en in het bijzonder op ruime velden.
Tenzij het uitdrukkelijk anders wordt vermeld, duidt Å een niet-lege verzameling aan. De machtklasse van
Å – dit wil zeggen de klasse van alle deelverzamelingen van Å – stellen we voor door ¾¿¬´Å ® . De inclusierelatie
op ¾(¬Å ® stellen we voor door ª , de corresponderende strikte inclusierelatie door ¶ . In het vervolg zullen we
ook de notatie ¯¸·ÇÅ gebruiken om aan te geven dat ¯ een eindige deelverzameling van Å is.
Stel ² en ¹ zijn twee deelverzamelingen van Å . De unie, de doorsnede en het verschil van ² en ¹ krijgen
de gebruikelijk notaties ²º ¹ , ²º¹ en ²Ñ4¹ . We noemen verder ² en ¹ disjunct wanneer ²º¹ µ¼» .
Het complement van een deelverzameling ¯ van Å wordt gegeven door Å×Ñ(¯ . Wanneer het vanuit de context
duidelijk is welke verzameling als Å fungeert, dan schrijven we ook co ¬´¯ ® in plaats van Å Ñ¯ .
Een niet-lege klasse van deelverzamelingen van Å , dit wil zeggen een niet-lege deelverzameling van ¾¿¬´Å ® ,
noteren we door d . De unie en de doorsnede van de elementen van d stellen we respectievelijk voor door ½¨d
en ¾¨d . De klasse d noemen we disjunct wanneer de elementen van d twee aan twee disjunct zijn. De klasse
d vormt een partitie van Å wanneer d disjunct is, de lege verzameling » niet als element heeft, en Å als unie
heeft. Wanneer d een eindig aantal elementen heeft, die we bijvoorbeeld representeren door ²
ô
Â
½R½n½
Âo²
A
(met
7KÊ|9Ñ
à
ÁEá het aantal elementen van d ), dan noteren we de unie ½ d ook door ½ A
2CB
ô
²
2 of door ²
ô
 
½R½n½
 b²
A
,
en de doorsnede
¾
d door
¾
A
2CB
ô
²¿2 of door ²
ô

½R½R½
{²
A
. Als de elementen van zo’n klasse d geı¨ndexeerd
zijn aan de hand van een niet-lege verzameling À , dan noteren we d ook door ¬j²
Á ØÂ ÊxÀ ® , waarbij ²4Á het
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element van d voorstelt met het element Â Ê¨À als index. De verzameling À vormt dus de indexverzameling
van ¬´²
Á ØﬂÂ Ê|À ® . We gebruiken in dit geval ook de notaties ½
Á
»/Ã ²
Á en ¾
Á
»/Ã ²
Á voor ½d en ¾ d . Als
À voorzien is van een bijkomende structuur – bijvoorbeeld wanneer À een partieel geordende verzameling is,
zullen we deze structuur zonodig in de notatie ¬´²
Á ØﬂÂ ÊxÀ ® opnemen wanneer we duidelijk willen stellen welke
structuur op À in aanmerking moet genomen worden. Dus, als À partieel geordend is door een binaire relatie
ä op À , zullen we de notatie ¬´² Á ØﬂÂ ÊK¬zÀ;ÂRä ®o® gebruiken.
Een rij in een niet-lege klasse van deelverzamelingen d van Å noteren we door ¬´² 2 Ø5 ; Á ® , ¬´¯ Ó ØRÙ ;gÄ ®
(met ÄÊº9 ), ½n½R½ Stel ¬´²
A
Ø
7Å;[Á
® is een rij in d . In navolging van de notaties die we zo juist hebben
ingevoerd voor geı¨ndexeerde klassen van verzamelingen stellen ½ }s
A
B

²
A
en
¾
}o
A
B

²
A
de unie en de doorsnede
voor van de rijelementen van ¬´²
A
Ø
7¨; Á
®
. We kunnen verder twee speciale verzamelingen verbinden aan de
rij ¬´²
A
Ø
7y; Á
®
, namelijk de bovenlimiet [SUPERIOR LIMIT]

ÌC ·X¸Q¹
²
A
µ
}s
Õ
A
B

}s
Ò
2B
A
²42
van ¬´²
A
Ø
7;×Á
®
– dit is de verzameling van alle elementen van Å die voor oneindig veel waarden van de
index 7 tot het corresponderend rijelement ²
A
behoren, en de onderlimiet [INFERIOR LIMIT]

ÌÇÌIÍEÎ
²
A
µ
}s
Ò
A
B

}s
Õ
2CB
A
² 2
van ¬²
A
Ø
7b;gÁ
®
– dit is de verzameling van alle elementen van Å die op een eindig aantal waarden van de
index 7 na tot alle rijelementen ²
A
behoren. Uiteraard is

ÌC}ÌIÍEÎ
²
A
ª

ÌCÇ·o¸Q¹
²
A
. In geval

Ì ÌIÍEÎ
²
A
µ

Ì ·X¸T¹
²
A
noteren we deze laatste verzameling ook door

Ì
²
A
en zeggen we dat de rij ¬² 2 Ø¿5 ;ﬂÁ ®
convergeert met

ÌC
²
A
als limiet. Ten slotte noemen we een rij ¬´²
A
Ø
7];ÇÁ
® in d stijgend als
²
A
ªÇ²
A_}kô
ÂpÉ%78Êx9ýÂ
en dalend als
²
A|Æ
²
A_}ô
ÂmÉ)78Êx9
½
Als ¬²
A
Ø
7¸;×Á
® stijgend (dalend) is, dan is haar limiet gegeven door ² µ ½ }s
A
B

²
A
( ² µ
¾
}s
A
B

²
A
) en
schrijven we ²
A­Ç
²Â87È
 (en ²
AÊÉ
²ÂF7RÈ
 ).
Zowel stijgende als dalende rijen noemen we monotoon.
Klassen van verzamelingen kunnen in het bijzonder gesloten zijn voor de operatoren   ,  , Ñ en co.
DEFINITIE 1.42. Stel Å is een niet-lege verzameling. Laat d een niet-lege deelverzameling van de machtklasse
¾(¬Å
® van Å zijn.
.
d noemen we gesloten voor eindige unies als en alleen als ¬YÉ(¬´¯ÂF£ ® Êdýï ® ¬¯g |£ Êd ® .
.
d noemen we gesloten voor eindige doorsneden als en alleen als ¬ É¿¬¯ÂF£ ® Êdï ® ¬´¯g|£ Ê|d ® .
.
d noemen we gesloten voor het verschil als en alleen als ¬YÉ(¬´¯ÂE£ ® Êdýï ® ¬´¯ÇÑ#£ Êd ® .
.
d noemen we gesloten voor complementering als en alleen als ¬ Éﬃ¯Êd ® ¬´Å[Ñ¯Ê|d ® .
Aan de hand van de voorgaande noties geven we een korte opsomming van structuurkenmerken die een
klasse van verzamelingen kan hebben.
DEFINITIE 1.43. Stel Å is een niet-lege verzameling. Laat d een niet-lege deelverzameling van de machtklasse
¾(¬Å
® van Å zijn.
.
d wordt een keten op Å genoemd als en alleen als d lineair geordend is voor de inclusie ª op ¾(¬Å ® , dit wil
zeggen: ( ¯Êd en £ Êd ) S ( ¯¸ªN£ of £<ª ¯ ).
.
d wordt een tralie op Å genoemd als en alleen als d gesloten is voor eindige unies en eindige doorsneden.
.
d wordt een ring op Å genoemd als en alleen als d de lege verzameling » bevat en gesloten is voor eindige
unies en voor het verschil.
.
d wordt een veld of een algebra op Å genoemd als en alleen als d een ring op Å is die Å bevat.
.
d wordt een monotone klasse op Å genoemd als en alleen als de limiet van elke monotone rij in d tot d
behoort.
.
d wordt een Ë -ring op Å genoemd als en alleen als d een ring op Å is zo dat ¬j²
A
Ø
7`ÊR9
®
ª>dÌS
½
}o
A
B

²
A
Êd .
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.
d wordt een Ë -veld of een Ë -algebra op Å genoemd als en alleen als d een Ë -ring op Å is die Å bevat.
.
d wordt een dikke monotone klasse [PLUMP CLASS] op Å genoemd als en alleen als d gesloten is voor
willekeurige unies en doorsneden.
.
d wordt een ruim veld [AMPLE FIELD] op Å genoemd als en alleen als d een dikke monotone klasse op Å
is die gesloten is voor complementering.
Figuur 1.3 geeft een aantal belangrijke verbanden tussen deze types klassen van verzamelingen.
dikke monotone klasse
          ruim veld
  ring  σ−
algebra
           algebra
 σ−
   monotone klasse
               ring
Figuur 1.3: Ordening van de klassen van verzamelingen volgens hun structuurkenmerken
Dikke monotone klassen zijn in feite niets anders dan compleet distributieve tralies van verzamelingen.
Deze verzamelingenstructuren zijn in het bijzonder topologisch, en dit geldt vanzelfsprekend ook voor ruime
velden, waarvoor we in bijlage A een kort overzicht van topologische kenmerken geven.
Een klasse d van deelverzamelingen van een verzameling Å hoeft de in definitie 1.43 opgesomde struc-
tuurkenmerken niet te hebben. Behalve voor het keten-type bestaat er in dat geval altijd een kleinste klasse van
deelverzamelingen van Å met het vooropgestelde gewenste structuurkenmerk die d omvat, namelijk: de door-
snede van alle klassen van deelverzamelingen van Å die d omvatten en die dit structuurkenmerk hebben. We
noemen d de generator van deze laatste (voortgebrachte) klasse van deelverzamelingen van Å (met betrekking
tot het gegeven structuurkenmerk). In een aantal gevallen is een expliciete constructie mogelijk (zie onder meer
[Bha83]). Beperken we ons tot dikke monotone klassen en ruime velden in het bijzonder, dan kan dit door het
bepalen van de ‘atomen in de elementen’ van Å . We zullen daarbij de volgende notaties gebruiken:
Æ>Í
Ï
¬d
® voor de door d op Å voortgebrachte dikke monotone klasse;
ÆÏÎ
Ï
¬d
® voor het door d op Å voortgebrachte ruim veld.
Wanneer het vanuit de context duidelijk is welke verzameling voor Å genomen moet worden, dan zullen we
ook Í	¬ed ® en Î>¬d ® schrijven in plaats van Í Ï ¬d ® en Î Ï ¬d ® .
Vooraleer verder in te gaan op de expliciete constructie van deze verzamelingenstructuren introduceren we
een aantal noties die we hiertoe zullen gebruiken. Uit de tralietheorie [Bir73] herhalen we eerst het begrip
atoom voor klassen van verzamelingen die partieel geordend zijn door de inclusierelatie.
DEFINITIE 1.44. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾¿¬´Å ® van een verzameling Å .
Een element ¯ van d wordt een atoom van d genoemd als en alleen als ¯ de lege verzameling bedekt, dit wil
zeggen:
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1. ¯ åµÐ» ;
2. ¬YÉﬃ²×Êd ® ¬²<ªÇ¯S¬´² µÐ» of ² µ ¯ ®X®O½
d wordt atomair genoemd als en alleen als elk element van dKÑ à» á een atoom van d bevat.
Voor verzamelingenstructuren heeft Wang [Wan92] het begrip ‘atoom’ als volgt veralgemeend.
DEFINITIE 1.45. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾¿¬´Å ® van een niet-lege verzame-
ling Å . Laat § een element van Å zijn. De verzameling
À
§
ÄC¡
µ
Õ
à
²
Ø
§
Ê{² en ²×Êd9á
wordt het atoom van d in § genoemd. De verzameling van de atomen van d in de elementen van Å wordt door
Å ¡ genoteerd.
De zojuist ingevoerde atomen zijn niet noodzakelijk atomen van de klasse van verzamelingen d in kwestie,
en hoeven zelfs geen elementen daarvan te zijn. Als d gesloten is voor willekeurige doorsneden, dan is voor
een element § van ½ d de verzameling À § Ä¡ wel een atoom van à ² Ø ² Ê|d en § Êx²á , wat de gekozen naam
voor deze notie gedeeltelijk staaft. Wanneer § åÊ½d hebben we natuurlijk dat À § Ä¡ µ Å .
Uitgaande van definitie 1.45 leidt Wang de volgende eigenschappen af, waaronder een karakterisering van
de elementen van dikke monotone klassen.
STELLING 1.46. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾(¬Å ® van een niet-lege verzame-
ling Å . Laat § een element van Å zijn.
1. § ÊKÀ § Ä ¡ .
2. Als ²×Ê|d zo dat § Ê² , dan is À § ÄC¡ª ² . In het bijzonder is ² µ ½
±
»N¼
À
§
Ä¡ .
3. Stel d is een dikke monotone klasse op Å , dan is ÅÑ¡]ªqd en
²×Êdæð²
µ
Ò
±
»N¼
À
§
Ä¡
½
4. Als d gesloten is voor het verschil, dan is à À § Ä ¡ Ø § ÊR½¨d;á een partitie van ½¨d .
Uit het laatste resultaat volgt onmiddellijk.
GEVOLG 1.47. Stel Ò is een ruim veld op Å . Dan is ÅÑÓ een partitie van Å .
Hieruit volgt dat de elementen van ÅÑÓ de atomen (volgens definitie 1.44) van het ruim veld Ò op Å zijn.
Voor een expliciete constructie van een voortgebrachte dikke monotone klasse Í Ï ¬ed ® op een verzameling
Å is het wegens stelling 1.46 voldoende om de atomen in de elementen van Å te bepalen. Van deze laatste
toont Wang aan dat ze precies samenvallen met de atomen in de elementen van Å van de generator d .
STELLING 1.48. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾(¬Å ® van een verzameling Å .
Dan hebben we voor een element § van Å dat
À
§
ÄCÔ¢Õ6"
¡m(
µ
À
§
ÄC¡
½
Met andere woorden ÅÑÔoÕI"
¡m(
µ
ÅÑ¡ .
Voortgebrachte ruime velden kunnen analoog gekarakteriseerd worden.
PROPOSITIE 1.49. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾(¬Å ® van een verzameling Å .
Laat verder d#Ö µgà ÅêÑ¯ Ø ¯Êd9á . Dan hebben we voor een element § van Å dat:
À
§
Ä×ØÕ3"
¡m(
µ
À
§
Ä¡Ù¦Ú¡mÛ
½
Met andere woorden ÅÊ× Õ "
¡m(
µ
Å
¡Ù¦Ú¡
Û .
BEWIJS. Wegens stelling 1.46 is § Ê6À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ ªÇÅ voor elk element § van Å , waardoor Å µ ½
±
»NÏ
À
§
Ä
¡Ù¦Ú¡mÛ .
Nemen we voorts twee elementen § en î uit Å , dan vinden we dat § Ê À îAÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ ð À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ ª.À îcÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ
en î Ê×À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ ð À îAÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ ª À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ . Omdat de unie dN ]d3Ö gesloten is voor complementering zal § Ê
À îcÄ
¡Ù¦Ú¡mÛ
ð$î Ê×À
§
Ä
¡Ù¦Ú¡mÛ . Bijgevolg zal À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ ª À îAÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ ð À îAÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ ªìÀ § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ Op zijn beurt impliceert
dit dat À § Ä ¡Ù¦Ú¡mÛ en À îcÄ ¡Ù¦Ú¡mÛ ofwel aan elkaar gelijk zijn, ofwel disjunct zijn. Als gevolg hiervan hebben we dat
Å
¡Ù¦Ú¡
Û een partitie is van Å .
Laat nu Ü het ruim veld op Å zijn met de elementen uit de partitie ÅÑ¡Ù¦Ú¡mÛ als atomen. Stel § is een
element van een deelverzameling ² van Å , die tot d behoort. Dan is § ÊêÀ § Ä¡Ù¦Ú¡mÛ­ª ² , waardoor ² µ
½
±
»N¼
À
§
Ä¡Ù¦Ú¡
Û
ÊÜ . Hieruit volgt dat dºªNÜ , waardoor Î Ï ¬ed ® ªNÜ . Bij definitie is echter ÅÑ¡Ù¦Ú¡ Û ªÎ Ï ¬d ® ,
waaruit de omgekeerde implicatie ÜÝªbÎ Ï ¬d ® volgt.
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1.4.2. Een ordinale fundering van possibiliteit en necessiteit. Laten we nu als een concrete situatie
waarin onzekerheid zich voordoet uitgaan van een experiment ² , waarvan de mogelijke uitkomsten elementen
zijn van een niet-lege verzameling (universum) Å . De uitkomst © van ² kan dus alle waarden uit Å aanne-
men en geen andere, dit wil zeggen © is een veranderlijke in Å . Als voorbeeld om de verdere redenering te
verduidelijken nemen we het bepalen van de leeftijd © (in jaar) van een bepaalde persoon die we vanaf nu Jan
zullen noemen. Voor Å nemen we het ree¨le interval À ÁQÂnÃ=NÁdÄ waarvan we aannemen dat Jans leeftijd hiertoe
moet behoren.
In eerste instante zijn we omtrent Jans leeftijd totaal onwetend, zij het natuurlijk dat hij uiteraard tot het
ree¨le interval À ÁTÂRÃﬂ=ãÁdÄ moet behoren. Bijkomende informatie waarover we op een bepaald ogenblik beschikken
laat eventueel toe om onze kennis omtrent Jans leeftijd bij te spijkeren. We bedoelen hiermee dat op dat
ogenblik op grond van de aanwezige informatie aangaande Jans leeftijd uitsluitsel gegeven kan worden over het
al dan niet behoren van Jans leeftijd tot een aantal echte deelverzamelingen van À ÁQÂnÃ=NÁdÄ , bijvoorbeeld À ÁTÂRÃnÁãÄ ,
À ÃnÁQÂﬀ=/ÞdÄ , À =ÞEÂEÞNÁdÄ , enz. Meer algemeen onderstellen we dus dat er een klasse ß van meetbare verzamelingen
voor het experiment ² is, dit wil zeggen deelverzamelingen van Å waarvoor vastgesteld kan worden of de
uitkomst van het experiment al dan niet tot deze verzamelingen behoort. Een meetbare verzameling zullen we
verder ook een gebeurtenis noemen. We zeggen voorts dat gebeurtenis ¯gÊRß optreedt wanneer de uitkomst ©
van het experiment tot ¯ behoort. Wanneer © niet tot ¯ behoort, zeggen we uiteraard dat ¯ niet optreedt.
Een gebeurtenis ¯Êxß duiden we op grond van de beschikbare informatie over het experiment ² aan als
. een zekere gebeurtenis (notatie: à ¼ © Ê!¯ ) als en alleen als ¯ de uitkomst © van het experiment moet
bevatten;
. een onmogelijke gebeurtenis (notatie: à ¼ © åÊ0¯ ) als en alleen als ¯ de uitkomst © van het experiment niet
kan bevatten;
. een onzekere gebeurtenis als en alleen als ¯ noch een zekere, noch een onmogelijke gebeurtenis is.
Deze verschillende soorten gebeurtenissen kunnen we onderbrengen in afzonderlijke klassen die we in
overeenstemming met hun definitie-volgorde noteren door á ¼ , áÖ ¼ en â ¼ .
Laten we nu verder aannemen dat ß een veld van verzamelingen is. Om een formele ondersteuning te
geven aan de voorgaande noties nemen we de volgende axioma’s aan.
¬ ax. Ã ® à ¼ © Ê	Å en ¬ãà ¼ © Ê »N®
¬ ax. = ® ¬ Éﬃ¯ÊRß ® ¬Là ¼ © Ê¯ ðà ¼ © åÊÅêÑ¯ ®
¬ ax. ä ® ¬ É¿¬¯ÂF£ ® Êxß ï ® ¬X¬¯:ªN£ en à ¼ © Ê{¯ ® Sbà ¼ © Êx£ ®
¬ ax. å ® ¬ É¿¬¯ÂF£ ® Êxßýï ® ¬X¬ãà ¼ © Ê{¯ en à ¼ © ÊR£ ® ðà ¼ © Ê{¯q|£ ®
Hieruit volgt onder meer dat á ¼ een duaal ideaal van ¬ß9Â1ª ® is, waardoor wegens axioma ¬ ax. = ® de klasse
áÖ
¼
µà
²
Ø
²×Ê|ß en Å Ñ² Êxá ¼ á een ideaal van ¬ß9Â1ª ® is.
Laten we even aannemen dat tussentijds verworven informatie ons bevestigt: ‘Jan is jong’. Stel voorts
voor de eenvoud dat elke deelverzameling van Å voor dit specifieke experiment meetbaar is. Op grond van de
linguı¨stische informatie ‘Jan is jong’ is het dan aannemelijk dat
Æ zowel À ÁTÂ8åÚÞdÄ als Å µ À ÁQÂRÃﬂ=ãÁãÄ zekere gebeurtenissen zijn;
ÆﬁÀ æÞQÂRÃ=NÁdÄ en » onmogelijke gebeurtenissen zijn;
ÆﬁÀ æQÂnÃ1çdÄ een onzekere gebeurtenis is.
Vanuit deze vaststellingen zijn axioma’s ¬ ax. Ã ® tot en met ¬ ax. å ® ook plausibel. Het beantwoordt aan onze
intuı¨tie om – zoals axioma ¬ ax. ä ® aanbeveelt – verder met zekerheid te bepalen dat Jans leeftijd bijvoorbeeld
lager dan 65 jaar is.
Als â ¼ µÐ» dan kunnen we onze kennis over het experiment ² representeren door de ßÆxÀ ÁTÂRÃRÄ -afbeelding
è
zo dat
è
¬¯
®µ
é
Ã als ¯gÊxá ¼ ë
Á als ¯gÊxá Ö ¼ ½
Merk op: è is een eindig additieve probabiliteitsmaat op het veld ß . In ons voorbeeld krijgen we deze si-
tuatie wanneer we bijkomend zouden weten dat Jan juist zijn eerste verjaardag aan het vieren is. Uit deze
precieze inlichting halen we in dat geval dat á ¼ µ à ² Ø ² Ê ¾¿¬oÀ ÁTÂRÃﬂ=ãÁdÄ ® en Ã_Êu²á een hoofdideaal is van
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¬p¾(¬XÀ ÁQÂnÃ=NÁdÄ
®
ÂJª
® en dat áÖ ¼ µ ¾(¬XÀ ÁQÂRÃﬂ=ãÁãÄ ® Ñ6á ¼ . In dit geval is è ook een supremumbewarende afbeelding van
¬zßÂJª
® naar ¬XÀ ÁQÂRÃRÄjÂnä ® . Of anders gezegd: è is een possibiliteitsmaat op ¾(¬XÀ ÁQÂnÃ=NÁdÄ ® .
Laten we nu de situatie bekijken waarin e´e´n of meerdere gebeurtenissen onzeker zijn, dit wil zeggen waarin
â
¼
å
µ[»
. We nemen bijkomend aan dat de beschikbare informatie over het experiment het mogelijk maakt om
een relatief vertrouwen in het optreden van gebeurtenissen te modelleren via een binaire relatie í op ß . Voor
twee gebeurtenissen ¬¯ÂE£ ® Êxßýï hebben we dan:
¯í+£ als en alleen als uit de aanwezige informatie volgt dat het ‘vertrouwen’ in het optreden
van ¯ hoogstens even groot is als het ‘vertrouwen’ in het optreden van
£ .
We nemen verder aan dat í een vertrouwensrelatie op ß is, dit wil zeggen een binaire relatie op ß met de
volgende eigenschappen.
¬ ax. Þ ® í is een binaire relatie op ß zo dat:
(a) í is transitief;
(b) ¬YÉ(¬´¯ÂE£ ® ÊRßï ® ¬¯¸ªb£ÅS¯9í+£ ® ;
(c) ¬Å0Â »N® åÊí .
Hieruit volgt dat í in het bijzonder een quasi-orderelatie op ß is. Tevens voldoet elke gebeurtenis ¯gÊxß aan:
»
íb¯ en ¯9íÅ ½
Bijkomend kunnen we eventueel eisen dat í een complete relatie is, dit wil zeggen
¬YÉ(¬´¯ÂF£
®
ÊRß
ï
®
¬´¯×å
µ
£ÅS ¯9í+£ of £íb¯ ® Â
Omdat í bij onderstelling reflexief is, is deze laatste voorwaarde equivalent met
¬YÉ(¬´¯ÂE£
®
Êxß
ï
®
¬¯9í+£ of £íb¯ ® Â
dit wil zeggen í is sterk compleet.
Laat ¬´û;Ânä ® een complete tralie zijn met kleinste element Á en grootste element Ã1 zo dat Á/æåµ Ã1 . Dan
kunnen we ons afvragen of de aanwezige informatie over het experiment equivalent kan voorgesteld worden
door een ¬û;Ânä ® -vertrouwensmaat op ß . Hiermee bedoelen we een afbeelding è op ß met de complete tralie
u
¬´û9ÂRä
® als codomein die monotoon is, dit wil zeggen,
¬YÉ(¬´¯ÂE£
®
Êxß
ï
®
¬¯:ªb£ÅS
è
¬¯
®
ä
è
¬£
®o®
Â
en die we voorts genormeerd noemen wanneer è ¬Å ®~µ Ã  en è ¬ »c®bµ Á  . Om als alternatieve representatie
van í te kunnen fungeren moet è in de volgende zin compatibel zijn met í :
¯9í+£gð
è
¬´¯
®
ä
è
¬£
®
ÂmÉ¿¬¯ÂF£
®
Êxß
ï
½ (1.12)
Het relatief vertrouwen è ¬´¯ ® dat we via è plakken op een gebeurtenis ¯Êxß is in essentie geen graad van
waarheid dat de uitkomst van het experiment tot ¯ zal behoren. Anders gezegd: è zet onzekere gebeurtenissen
niet om in gebeurtenissen die (in een bepaalde mate) zeker zijn. Onzekere gebeurtenissen blijven dus onzekere
gebeurtenissen, zoals in het volgende citaat.
Uncertain things remain uncertain, but we attribute to the various uncertain events a greater or lesser
degree of that new factor which is extralogical, subjective and personal (mine, yours, his, anybody’s), and
which expresses these attitudes. In everyday language this is called probability, a concept that we shall
have to clarify and study. Prevision, in the sense we give to the term and approve of (judging it to be
something serious, well-founded and necessary, in contrast to prediction), consists in considering, after
careful reflection, all the possible alternatives, in order to distribute among them, in the way which will
appear most appropriate, one’s own expectations, one’s own sensations of probability.
— Bruno de Finetti (Theory of Probability, Volume 1)
é
Dit vormt voor de probleemstelling geen beperkende voorwaarde omdat elke partieel geordende verzameling kan ingebed worden
in een complete tralie (zie in verband hiermee de opmerkingen die definitie 1.3 voorafgaan).
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Laten we nu de sensatie voelen om op ordinale grond het concept, dat we in ons dagelijks voertaaltje
possibiliteit zullen noemen, verder uit te puren. Voor de constructie van een vertrouwensmaat die aan (1.12)
voldoet kunnen we opnieuw de weg bewandelen die we in paragraaf 1.2 ingeslagen zijn om vaagverzamelingen
te introduceren als ordinale beschrijvingen van vage eigenschappen. Laat ò de equivalentierelatie op ß zijn die
gebeurtenissen ¬´¯ÂF£ ® Êyß ï relateert voor zover we eenzelfde relatief vertrouwen in hun optreden stellen. De
door í op Å aangebrachte structuur kunnen we equivalent voorstellen door een partie¨le-orderelatie ø op de
door ò geı¨nduceerde quotie¨ntverzameling ß õdö . De bijhorende quotie¨ntafbeelding noteren we door ÷ . Merk op:
de partieel geordende verzameling ¬zß õdö ÂXø ® is begrensd met kleinste element ÷ ¬ »N® en grootste element ÷ ¬Å ® zo
dat ÷ ¬ »N® åµ&÷ ¬Å ® .
Intuı¨tief gezien is er geen enkele reden om op grond van de aanwezige informatie in een bepaalde zekere
gebeurtenis meer vertrouwen te stellen dan in een andere zekere gebeurtenis. En dit kunnen we ook overnemen
voor onmogelijke gebeurtenissen. Omdat Å bij onderstelling een zekere gebeurtenis is en » een onmogelijke
gebeurtenis, kunnen we deze onderstelling als volgt samenvatten:
¬ ax. æ ® Voor ¯ en £ uit ß geldt:
(a) à ¼ © Ê¯[SÅ8íb¯ ;
(b) à ¼ © åÊx£êSc£í » .
Een zekere gebeurtenis ¯ wordt door ÷ dus afgebeeld op ÷ ¬´Å ® , een onmogelijke gebeurtenis £ op ÷ ¬ »c® .
Wegens axioma ¬ ax. Þ ® is ÷ een monotone ¬´û;Ânä ® -afbeelding op ß . Als ü een grenzenbewarende orde-inbedding
is van ¬zß õdö ÂXø ® in een complete tralie ¬´û9ÂRä ® – dit wil zeggen een ß õdö Æ6û -injectie ü zo dat:
ùkøcú0ðüQ¬´ù
®
äæüQ¬´ú
®
ÂmÉ¿¬ù¶Âoú
®
Ê6¬zß
õ
ö
®
ï
ë
üQ¬
÷
¬
»N®o®¶µ
Á en üQ¬ ÷ ¬Å ®X®¶µ Ã1ë
dan is èæµ üß ÷ een ¬´û;Ânä ® -vertrouwensmaat op ß , die een alternatieve representatie is voor de informatie
í . Zoals voorheen gemeld brengt ß õ ö de elementen van ß onder in klassen van gebeurtenissen, waarvoor
we volgens de informatie í eenzelfde relatief vertrouwen kunnen hebben in hun optreden. De verzameling
ß
õ
ö is dus de natuurlijke minimale evaluatieverzameling met betrekking tot í , waarvoor ÷ de (aan ¬zß õ ö ÂXø ®
geassocieerde) natuurlijke minimale evaluatieafbeelding van ß met betrekking tot í is.
Er stelt zich nog de vraag: wanneer is ÷ of è een supremumbewarende vertrouwensmaat? Laten we er nu
van uitgaan dat de meetbare verzamelingen voor het gegeven experiment ² een ruim veld Ò op Å vormen
en dat we op grond van de beschikbare informatie over het experiment ² een partie¨le-orderelatie íìë op een
partitie  van het universum Å kunnen afleiden waarvoor <ªqÒ . Dit betekent dus dat beschikbare informatie
zich laat vertalen in een relatie íìë die een relatief vertrouwen in het optreden van gebeurtenissen uitdrukt op
een gedeelte  van Ò . Merk op: wegens definitie 1.45 is  µà À § Äë Ø § ÊxÅ2á . Laten we even terugkijken naar
ons voorbeeld, waarin we informatie aangaande de leeftijd van Jan zo goed mogelijk in kaart willen brengen.
Stel voorts dat alle deelverzamelingen van À ÁQÂnÃ=NÁdÄ meetbaar zijn. Als wederom de beschikbare informatie
linguı¨stisch is en bijvoorbeeld bestaat uit ‘Jan is jong’, dan bepaalt dit op de partitie  µgàNà § á Ø § Ê2À ÁQÂnÃ=ãÁãÄá
van À ÁQÂnÃ=NÁdÄ een partie¨le-orderelatie í ë zo dat voor ¬ § Âoî ® ÊKÀ ÁQÂnÃ=ãÁãÄYï : à § á í ë à îá als en alleen als § ;Çî . Met
andere woorden: op grond van ‘Jan is jong’ zijn hogere waarden § minder aannemelijk als leeftijd voor Jan.
Of anders gezegd: we hebben meer relatief vertrouwen in het optreden van een waarde § als leeftijd van Jan
naarmate § kleiner wordt.
Het volgende resultaat van De Cooman [Coo93b] zegt dat í ë kan uitgebreid worden tot een unieke ver-
trouwensrelatie í op Ò , die equivalent kan voorgesteld worden door een supremumbewarende vertrouwens-
maat op Ò .
STELLING 1.50. Er bestaat een unieke vertrouwensrelatie í op Ò die een possibiliteitsuitbreiding van í ë in
Ò is, dit wil zeggen dat er een vertrouwensrelatie í op Ò bestaat zo dat:
1. í gesloten is voor willekeurige unies; dit wil zeggen dat voor een willekeurige familie ¬´¯ Ó ØOÙ Ê`Ú ® van
elementen van Ò geldt dat
¬YÉ¯£×ÊÒ
®
¬X¬ É
Ù
Ê`Ú
®
¬¯
Ó
í+£
®
S¬
Ò
Ó
»cÔ
¯
Ó
®
í+£
®
ë
2. í een uitbreiding van í ë tot Ò is, dit wil zeggen ¬ É¿¬´¯ÂF£ ® Ê|ï ® ¬¯9í ë £ð¯9í+£ ® ;
3. ¬YÉ § ÊÅ ® ¬XÀ § Ä ë íÀ § Ä Ó ® ;
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4. ÷ ¬z ® infimumdicht a is in ¬Ò õ ö ÂXø ® , dit wil zeggen
¬ É¿¬´¯ÂF£
®
ÊÒ
ï
®
¬o¬YÉHK#Êx
®
¬¯9íK:Sc£íK
®
SŁ£íb¯
®
ë
waarbij
Æ de natuurlijke minimale evaluatieverzameling ¬Ò õdö ÂXø ® van Ò met betrekking tot í een complete tralie is;
Æ de natuurlijke minimale evaluatieafbeelding ÷ een supremumbewarende ¬Ò õãö Âoø ® -vertrouwensmaat op Ò
is;
Æ
÷
¬
»N® het kleinste element van ¬Ò õãö Âoø ® is en ÷ ¬Å ® het grootste element zo dat ÷ ¬ »N® åµ&÷ ¬Å ® .
Merk op: als ü een orde-inbedding is van ¬eÒ õdö ÂXø ® in een complete tralie ¬û;ÂRä ® , dan is èµ ü(ß ÷ eveneens
een supremumbewarende ¬´û9ÂRä ® -vertrouwensmaat op Ò zo dat
¯í+£gð
è
¬¯
®
ä
è
¬z£
®
ÂpÉ(¬´¯ÂE£
®
ÊÒ
ï
Â
en bijgevolg ook
¯íìë#£gð
è
¬´¯
®
ä
è
¬z£
®
ÂmÉ¿¬´¯ÂF£
®
Ê|
ï
½
Supremumbewarende ¬û;Ânä ® -vertrouwensmaten met een ruim veld Ò als domein zullen we – zoals defini-
tie 1.54 duidelijk stelt – ¬û;Ânä ® -possibiliteitsmaten op Ò noemen.
De stelling zegt in feite dat possibiliteitsmaten ontstaan als voorstellingen van onzekerheid wanneer or-
dinale informatie op een partitie van de ruimte van de mogelijke uitkomsten van het experiment beschikbaar
is. In het licht van deze ordinale interpretatie zijn de possibiliteitsmaten die optreden bij het modelleren van
onzekerheid slechts bepaald tot op een orde-inbedding in een complete tralie na.
Wanneer de gegeven partie¨le-orderelatie í ë sterk compleet is, dan kan zonder verlies aan algemeenheid
een complete keten genomen worden als codomein voor de uit stelling 1.50 resulterende possibiliteitsmaat.
Als bijkomend ¬zÂŁíìë ® een aftelbare orde-dichte deelverzameling heeft, dan is de complete keten ¬XÀ ÁQÂnÃOÄsÂRä ®
geschikt als codomein.
Rekening houdend met het voorgaande kan ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® als evaluatieverzameling genomen worden om op
basis van de informatie ‘Jan is jong’ een relatief vertrouwen uit te drukken dat Jans leeftijd tot een bepaald deel
van À ÁQÂnÃ=ãÁãÄ behoort. Tevens ondersteunt dit voorbeeld Zadeh’s claim dat possibiliteitsmaten geschikt zijn om
linguı¨stische onzekerheid voor te stellen [Zad78].
Als in het algemeen de gegeven linguı¨stische informatie van de vorm ‘ © is Þ ’ is met Þ een al dan niet vage
eigenschap in Å , dan rijst de vraag of – zoals Zadeh zonder meer stelt – de possibiliteitsverdeling van © moet
overeenkomen met de lidmaatschapsafbeelding van eigenschap Þ ? Deze vraagstelling en a fortiori Zadeh’s
possibiliteitstoekenningsvergelijking gaat ervan uit dat voor de gegeven eigenschap een lidmaatschapsafbeel-
ding ª ß bepaald kan worden. Wanneer dit het geval is steunt zijn propositie op het verband:
ª>ß;¬
§ﬃ®
äÇª>ß­¬î
®
ð)À
§
Äëýí ëÀ îAÄë9ÂpÉ(¬
§
Âoî
®
Ê	Å
ï
½ (1.13)
Hierbij moet rekening gehouden worden met de wijze waarop ª>ß en í ë bepaald zijn. Wanneer íìë onafhan-
kelijk is van de context waarin de informatie ‘ © is Þ ’ optreedt en niet afhangt van het subjectieve oordeel van
de modelbouwer, dan is (1.13) aannemelijk voor zover ª>ß eveneens objectief is. In alle andere gevallen is er
geen objectieve grond om (1.13) u¨berhaupt te aanvaarden.
OPMERKING 1.51.
Æ Een met stelling 1.50 analoog resultaat werd door De Cooman afgeleid voor necessiteitsmaten [Coo93b].
Hiertoe is het voldoende om de begrippen in kwestie te dualiseren.
Æ Comparatieve possibiliteitsrelaties werden door Lewis [Lew73b, Lew73a] als volgt ingevoerd: een compa-
ratieve possibiliteitsrelatie op een niet-lege klasse van gebeurtenissen d – dit wil zeggen » ¶:d¼ª ¾¿¬´Å ®
waarbij Å een niet-lege verzameling is – is een binaire relatie ä op d zo dat
(a) ¬ É¿¬¯ÂF£ ® Êdýï ® ¬´¯gäb£ of £ ä ¯ ® ;
(b) ä transitief is op d ;
(c) ¬´Å ä »c® ;
(d) ¬ Éﬃ¯Ê|d ® ¬ » ä ¯ en ¯äÇÅ ® ;
(e) ¬ É¿¬¯ÂF£_ÂEK ® Êd
u
®
¬¯gäb£ÅS¯g K äb£ xK
®
.
î
Een deelverzameling ï van een partieel geordende verzameling ðHﬁFño is infimumdicht in Cðsﬁ8ño als en alleen als óòôíõ+ð) öCôì÷
ø'ùúöûFüXýFü
õ+ï en ôíñ
üwþ
 (zie [Dav90]).
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In het geval van een eindige klasse d werd door Dubois [Dub86] aangetoond dat alleen possibiliteitmaten
compatibel zijn met deze relaties. Stelling 1.50 van De Cooman is een verdere veralgemening van dit
resultaat naar willekeurige klassen, waarbij ¬ ® vervangen wordt door het gesloten zijn voor willekeurige
unies. 0
1.4.3. Possibiliteits- en necessiteitsmaten. We herhalen De Cooman’s veralgemeningen [Coo93b] van
de noties ‘possibiliteitsmaat’ en ‘necessiteitsmaat’. Zoals discrete probabiliteitsmaten worden deze speciale
vertrouwensmaten volledig bepaald door een unieke verdeling.
Laten we eerst een aantal aantal algemene noties inzake de meetbaarheid van verzamelingen en afbeeldin-
gen invoeren.
DEFINITIE 1.52. Stel d is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾¿¬´Å ® van een niet-lege verzame-
ling Å . Als ¯¸ª}Å , dan noemen we ¯ een d -meetbare verzameling als ¯Êd .
DEFINITIE 1.53. Stel ds2 is een niet-lege deelverzameling van de machtklasse ¾(¬ÅÊ2 ® van een niet-lege verza-
meling ÅÊ2 voor 5 Ê à ÃNÂﬀ=âá . Dan wordt Z ,QÅ
ô
ÈÅ
ï
een d
ô
Æ]d
ï
-meetbare afbeelding genoemd als
¬YÉ¯£ Ê|d
ï
®
¬
Z
O>ô
¬£
®
Ê|d
ô
®O½
We maken de volgende afspraken over de notatie:
Æﬁ¬û;ÂRä
® is een complete tralie;
Æﬁ¬´Å0ÂØÒ
® is een ruime ruimte, dit wil zeggen Ò is een ruim veld op een niet-lege verzameling Å .
Zoals aangegeven na stelling 1.50 zullen we voor possibiliteitsmaten de volgende algemene definitie han-
teren.
DEFINITIE 1.54. Een Ò[Ææû -afbeelding ³ wordt een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsmaat op ¬Å0Â8Ò ® genoemd als voor
elke willekeurige familie elementen ¬¯ Ó ØRÙ Ê8Ú ® van Ò geldt dat
³¬NÒ
Ó
»cÔ
¯
Ó
®ÖµÛ·o¸Q¹
Ó
»cÔ
³¬¯
Ó
®O½
¬Å8ÂØÒ0Âo³
® wordt een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsruimte genoemd. ³ wordt genormeerd genoemd als ³¬Å ®Öµ Ã  .
Het domein van een ¬´û;Ânä ® -possibiliteitsmaat is dus een ruim veld Ò . Uit stelling 1.46 weten we dat
elementen van Ò voldoen aan de volgende karakterisering: ¯ ÊyÒ+ð)¯ µ ½
±
»
«
À
§
ÄÓ . Beperken we nu het
domein van ³ tot de verzameling van alle atomen ÅXÓ voor Ò , dan vinden we een Å Æ6û -afbeelding ° zo dat
°Ö¬
§®¶µ
³¬oÀ
§
ÄCÓ
®
ÂpÉ
§
Ê	Å
½
° is Ò Æ ¾¿¬û ® -meetbaar, dit wil zeggen constant op de atomen van Ò . De possibiliteitsmaat ³ , waaruit °
afgeleid werd, wordt volledig door ° bepaald:
³v¬´¯
®µ·o¸Q¹
±
»
«
°Ö¬
§®
ÂpÉﬃ¯#ÊÒ
½ (1.14)
DEFINITIE 1.55. Een verdeling voor een ¬û;ÂRä ® -possibiliteitsmaat ³ op ¬´Å0ÂØÒ ® is een ÅÆ}û -afbeelding °
die constant is op de atomen van Ò en voldoet aan (1.14).
De tweede voorwaarde waaraan een verdeling moet voldoen, zorgt ervoor dat verdelingen van possibili-
teitsmaten uniek zijn, zoals de volgende propositie bevestigt.
PROPOSITIE 1.56. Een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsmaat ³ op ¬Å8ÂØÒ ® heeft een unieke verdeling ° , die gegeven is
door
°Ö¬
§®¶µ
³¬oÀ
§
Ä
Ó
®
ÂpÉ
§
Ê	Å
½ (1.15)
Dubois en Prade’s necessiteitsmaten werden als volgt veralgemeend door De Cooman.
DEFINITIE 1.57. Een Ò Æ û -afbeelding Ë wordt een ¬´û;Ânä ® -necessiteitsmaat op ¬´Å0ÂØÒ ® genoemd als voor
elke willekeurige familie elementen ¬¯ ÓØRÙ Ê8Ú ® van Ò geldt dat
Ë¬NÕ
Ó
»cÔ
¯
Ó
®Öµ Ì ÍEÎ
Ó
»cÔ
Ëv¬´¯
Ó
®z½
¬Å8ÂØÒ0ÂoË
® wordt een ¬´û9ÂRä ® -necessiteitsruimte genoemd. Ë wordt genormeerd genoemd als Ëv¬ »N®Öµ Á/ .
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Aan elke necessiteitsmaat kunnen we eveneens een unieke verdeling verbinden.
DEFINITIE 1.58. Een verdeling voor een ¬´û9ÂRä ® -necessiteitsmaat Ë is een Å Æ0û -afbeelding ß die constant is
op de atomen van Ò , en voldoet aan
Ëv¬´¯
®¶µ Ì ÍQÎ
±
»NÏ­Ð
«
ßL¬
§®
ÂpÉﬃ¯#ÊÒ
½ (1.16)
PROPOSITIE 1.59. Een ¬´û;Ânä ® -necessiteitsmaat Ë op ¬Å8ÂØÒ ® heeft een unieke verdeling ß die volledig bepaald
is door
ßL¬
§®¶µ
Ë¬´Å ÑÀ
§
ÄCÓ
®
ÂpÉ
§
Ê	Å
½ (1.17)
Via een negatieoperator kan aan elke possibiliteitsmaat een (duale) necessiteitsmaat verbonden worden, en
vice versa [Coo93b].
DEFINITIE 1.60. Laat K een negatieoperator op de complete tralie ¬û;Ânä ® zijn. Stel Ò is een ruim veld op Å .
1. De duale (necessiteitsmaat) ten opzichte van K van een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsmaat ³ op ¬´Å0ÂØÒ ® is de
Ò Æ ¬´û9ÂRä
®
-afbeelding ³ ^ zo dat
³
^
¬´¯
®Öµ
K¬³¬´Å[Ñ¯
®X®
ÂpÉL¯ÊÒ
½
2. De duale (possibiliteitsmaat) ten opzichte van K van een ¬û;ÂRä ® -necessiteitsmaat Ë op ¬´Å0ÂØÒ ® is de
Ò Æ ¬´û9ÂRä
®
-afbeelding Ë ^ zo dat
Ë
^
¬´¯
®Öµ
K¬Ë¬´Å[Ñ¯
®X®
ÂpÉL¯ÊÒ
½
OPMERKING 1.61.
Æ Wanneer het vanuit de context duidelijk is welke negatieoperator in voege is voor het opzetten van duale
possibiliteits- en necessiteitsmaten, dan noemen we ze ook de dualen van de necessiteits- en possibiliteits-
maten, waarmee ze gecree¨erd werden.
Æ Als een ¬´û;Ânä ® -possibiliteitsmaat ³ en een ¬û;Ânä ® -necessiteitsmaat Ë op een ruime ruimte ¬´Å0ÂØÒ ® elkaars
dualen zijn ten opzichte van een negatieoperator K op ¬´û9ÂRä ® , dan hebben we het volgende verband tussen
hun respectieve verdelingen ° en ß :
ß>¬
§®µ
K¬´°Ö¬
§®o®
ÂmÉ
§
ÊxÅ
½
In het geval dat ¬û;ÂRä ® gelijk is aan ¬oÀ ÁTÂRÃOÄsÂRä ® en V W voor K genomen wordt, dan laat de voorgaande
uitdrukking zich verder uitschrijven als:
ßL¬
§®¶µ
Ã­ÆK°Ö¬
§®
ÂpÉ
§
Ê	Å
½
Voor Ò -meetbare deelverzamelingen vinden we uitdrukking (1.3) terug:
Ë¬´¯
®¶µ
Ã­ÆK³v¬Å Ñ¯
®
ÂpÉﬃ¯ÊÒ
½
0
1.4.4. Het possibilistisch uitbreidingsprobleem. Stel d is een niet-lege klasse van deelverzamelingen
van een niet-lege verzameling Å , en laat ª een afbeelding zijn op d , die haar waarden aanneemt in een complete
tralie ¬û;Ânä ® . Dan kunnen we ons de volgende vraag stellen: is ª uitbreidbaar tot een ¬´û;Ânä ® -possibiliteitsmaat,
of anders gezegd, bestaat er een ruim veld Ò op Å en een ¬´û;Ânä ® -possibiliteitsmaat ³ op ¬Å8ÂØÒ ® , zo dat ³
gelijk is aan ª op d . Uit de formulering van de probleemstelling volgt onmiddellijk dat Î Ï ¬ed ® ªpÒ .
Dit possibilistisch uitbreidingsprobleem werd eerst opgelost door Wang voor ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® -waardige afbeel-
dingen [Wan85, Wan92]. Boyen et al. [Boy95] slaagden erin het algemene possibilistische uitbreidingspro-
bleem voor ¬´û9ÂRä ® -waardige afbeeldingen gedeeltelijk op te lossen. We geven een kort overzicht van de voor
ons belangrijke definities en resultaten uit hun studie.
Om een afbeelding te kunnen uitbreiden tot een possibiliteitsmaat is het nodig dat ze P-consistent is
[Wan85, Wan92]. Deze notie werd door Boyen et al. als volgt veralgemeend.
DEFINITIE 1.62 ([Boy95]). Stel Å is een niet-lege verzameling en laat d een niet-lege klasse van deelverza-
melingen van Å zijn. Een dæÆ6û -afbeelding ª wordt P-consistent genoemd als voor elke familie ¬¯ ÓvØOÙ Ê`Ú ®
van elementen van d en voor elk element ¯ van d :
¯¸ª[Ò
Ó
»cÔ
¯
Ó
S ªÖ¬¯
®
ä
·X¸Q¹
Ó
»cÔ
ªÖ¬¯
Ó
®O½
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De afbeelding ª wordt P-consistent op een niet-lege deelverzameling Í van d genoemd als ª Ø Ô P-consistent
is.
De volgende stelling geeft een aantal gevallen aan waarin P-consistentie ook een voldoende voorwaarde is
voor possibilistische uitbreidbaarheid.
STELLING 1.63 ([Boy95]). Stel Å is een niet-lege verzameling en laat d een niet-lege klasse van deelverza-
melingen van Å zijn. Elk van de volgende voorwaarden is voldoende om een P-consistente d}Æ6û -afbeelding
ª uit te breiden tot een ¬û;ÂRä ® -possibiliteitsmaat.
¬´²
ô
®
¬´û;Ânä
® is een complete keten.
¬´²
ï
®
d is een dikke monotone klasse.
¬´²
u
®
¬´û;Ânä
®Öµ
¬ Â
Æ
®
, waarbij   een dikke monotone klasse is op een verzameling  .
Met een d ÆÇû -afbeelding ª kunnen we een speciale possibiliteitsmaat associe¨ren, namelijk de ¬û;ÂRä ® -
possibiliteitsmaat ³ op ¬Å0ÂR¾¿¬´Å ®X® met als verdeling de afbeelding ° , die als volgt gedefinieerd is:
°

 ¬
§ﬃ®¶µ Ì ÍEÎ
«
»
¡%$ ±
»
«
ªÖ¬´¯
®
ÂÉ
§
ÊÅ
½
De volgende eigenschappen zijn eenvoudig in te zien.
.
³ is de grootste possibiliteitsmaat die gedomineerd wordt op d door ª .
.
ª is uitbreidbaar tot een ¬û;ÂRä ® -possibiliteitsmaat als en alleen als ³ de grootste possibiliteitsmaat is die
gelijk is aan ª op d .
. Als d een ruim veld is op Å en de gegeven afbeelding ª een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsmaat op ¬Å0Â8d ® met verde-
ling ° , dan is ° µ ° .
Merk op dat deze vaststellingen blijven gelden wanneer we in de plaats van ¾(¬Å ® een ruim veld Ò op Å nemen
zo dat Î Ï ¬ed ® ªÐÒcª#¾(¬Å ® . Meer bepaald zal dan de verdeling ° een ÒêÆ ¾¿¬û ® -meetbare afbeelding zijn,
dit wil zeggen constant op de atomen van Ò , en zal °ﬃ¬ §ﬃ®¶µ ³L¬XÀ § ÄÓ ® , É § ÊÅ .
Een vierde geval waarin P-consistentie voldoende is voor possibilistische uitbreidbaarheid kunnen we af-
leiden aan de hand van de volgende vaststelling over de P-consistentie en de uitbreidbaarheid van afbeeldingen
die waarden aannemen in een direct product van complete tralies.
Laten we eerst een aantal notaties en resultaten in verband met directe producten van complete tralies
doornemen. Het direct product van een niet-lege familie van complete tralies Ł¬´û Ó ÂRä Ó ® ØOÙ ÊKÚ
	 is de verza-
meling van alle afbeeldingen D4,kÚÈ ½ Ó »cÔ û Ó zo dat D¬ Ù ® ÊÇû Ó voor elke Ù Ê Ú , die geordend is door de
productordening ? Ó »cÔ ä Ó . Dit wil zeggen: als D en ª elementen zijn van ? Ó »cÔ û Ó , dan is
DÊ?
Ó
»cÔ
ä
Ó
ªð)¬YÉ
Ù
Ê`Ú
®
¬Dk¬
Ù
®
ä
Ó
ªÖ¬
Ù
®X®O½
Merk op: ¬@? Ó »cÔ û Ó Â/? Ó »cÔ ä Ó ® is een complete tralie. Het direct product ¬J? Ó »cÔ û Ó Â? Ó »cÔ ä Ó ® is verder niet
afhankelijk van eventuele partie¨le ordeningen van de indexverzameling Ú . Voorts noteren we voor elke ~Ê6Ú
de projectie-operator van ? Ó »cÔ û Ó op û3 door 

. Voor een deelverzameling ¯ van ? Ó »cÔ û Ó en een element
~	Ê8Ú krijgen we dan


¬
·X¸Q¹
¯
®¶µ&·X¸Q¹


¬´¯
®
ë


¬
ÌIÍEÎ
¯
®¶µÛÌ ÍEÎ


¬¯
®z½
In het speciale geval waarin alle complete tralies ¬´û Ó ÂRä Ó ® , Ù ÊuÚ samenvallen met een complete tralie ¬´û9ÂRä ®
noteren we het corresponderend direct product ¬@? Ó »cÔ û Ó Â/? Ó »cÔ ä Ó ® door ¬û Ô Ânä Ô ® .
Met de bovenstaande notaties kunnen we nu onze resultaten formuleren.
PROPOSITIE 1.64. Stel Å is een niet-lege verzameling en laat d een niet-lege klasse zijn van deelverzame-
lingen van Å . Stel verder dat ¬´û9ÂRä ® het direct product ¬J? Ó »cÔ û Ó Â? Ó »cÔ ä Ó ® is van een niet-lege familie van
complete tralies Ł¬´û Ó ÂRä Ó ® ØOÙ Ê8Ú	 . Laat ª een duÆº? Ó »cÔ û Ó -afbeelding zijn, dan:
1. ª is P-consistent als en alleen als  Ó ßýª P-consistent is voor elke Ù Ê`Ú .
2. ª is uitbreidbaar tot een ¬@? Ó »cÔ û Ó Â/? Ó »cÔ ä Ó ® -possibiliteitsmaat als en alleen als  Ó ßª uitbreidbaar
is tot een ¬´û Ó ÂRä Ó ® -possibiliteitsmaat voor elke Ù Ê8Ú .
Steunend op stelling 1.63 vinden we dat een P-consistente d!ÆÛû -afbeelding ª uitbreidbaar is tot een
¬´û9ÂRä
®
-possibiliteitsmaat als de volgende voorwaarde geldt:
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¬´²
a
®
¬´û;Ânä
®Öµ
¬J?
Ó
»cÔ
û
Ó
Â?
Ó
»cÔ
ä
Ó
® en, voor elke Ù ÊKÚ : ¬´û Ó ÂRä Ó ® voldoet aan ¬´²
ô
® of ¬²
u
®
.
Indien we ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® als codomein hebben voor de afbeeldingen waarvan we willen nagaan of ze mogelijk
uitbreidbaar zijn tot possibiliteitsmaten, dan is aan voorwaarde ¬²
ô
® voldaan, en hebben we dat P-consistentie
een nodige en voldoende voorwaarde is voor de possibilistische uitbreidbaarheid van de betrokken afbeeldin-
gen. Dit is precies het resultaat dat door Wang [Wan85, Wan92] gevonden werd. Wanneer we meer algemeen
ons richten tot afbeeldingen die hun waarden aannemen in een complete tralie, dan is P-consistentie een no-
dige voorwaarde, die in het algemeen niet voldoende is voor possibilistische uitbreidbaarheid. Het volgende
resultaat van Boyen et al. geeft een interessante uitweg, die kan gevolgd worden om in dat geval P-consistente
afbeeldingen toch nog te kunnen ‘uitbreiden’.
STELLING 1.65. Stel Å is een niet-lege verzameling en laat d een niet-lege klasse van deelverzamelingen
van Å zijn. De complete tralie ¬û;ÂRä ® kan met een supremumbewarende afbeelding  ingebed worden in
een complete tralie ¬´ûIÖÂRä4Ö ® zo dat voor elke P-consistente d&ÆÇû -afbeelding ª de samenstelling {ßª een
P-consistente duÆKû3Ö -afbeelding is, die uitbreidbaar is tot een ¬ûIÖÂRä4Ö ® -possibiliteitsmaat.
1.4.5. Transformatie van ruime velden en possibiliteitsmaten. We brengen hierin een aantal resultaten
samen over het overzetten van ruime ruimten en possibiliteitsmaten van e´e´n universum naar een ander via een
afbeelding tussen de betrokken universa.
Stel dat È een afbeelding is van een niet-lege verzameling Å naar een niet-lege verzameling  . Onderstel
dat Ò een ruim veld is op Å . Het grootste ruim veld Ü op  , waarvoor È een Ò ÆÜ -meetbare afbeelding is,
wordt gegeven door
Ò
µà
²
Ø
² Ê8¾(¬
® en È OLô ¬² ® ÊÒ{á ½ (1.18)
Wanneer ³ een ¬û;ÂRä ® -possibiliteitsmaat op ¬Å0Â8Ò ® is, dan kunnen we via de afbeelding È een afbeelding ³

op Ò

als volgt definie¨ren:
³

¬²
®¶µ
³¬È
OLô
¬´²
®X®
ÂmÉﬃ²×ÊÒ

½ (1.19)
De afbeelding ³

is een ¬´û9ÂRä ® -possibiliteitsmaat op de ruime ruimte ¬ýÂØÒ

®
, die de via È getransformeerde
¬´û9ÂRä
®
-possibiliteitsmaat op ¬ýÂØÒ

® van ³ wordt genoemd. Verder hebben we dat ³ genormeerd is als en
alleen als ³

genormeerd is. De verdeling van ³

zullen we in het vervolg noteren door °

. Merk op dat
°

¬î
®Öµ ·o¸Q¹

"
±1(
» 
°Ö¬
§®
ÂÉîÊýÂ (1.20)
waarin ° de verdeling van ³ is. De zojuist beschreven procedure, die in de maattheorie gewoonlijk het transfor-
meren van een maat via een afbeelding wordt genoemd, werd door de Cooman [Coo97a] in de possibiliteitsleer
aangewend als eerste stap voor het invoeren van zijn formele notie van een possibilistische veranderlijke.
PROPOSITIE 1.66.
1. ¬YÉî_Ê&ÑÈk¬Å ®X® ¬oÀ îAÄ
Ó

µà
îá en °

Ø ﬀ
Ð

"
Ï
(
¬î
®¶µ
Á
 ).
2. Stel dat È injectief is en bijgevolg inverteerbaar op haar bereik Èk¬Å ® . Voor elk element § ÊÅ is
À Èk¬
§ﬃ®
Ä
Ó

µ
Èk¬XÀ
§
ÄÓ
®
, en °

ßÈ
µ
° .
3. ¬´³ ﬁ ®

äÇ³

ﬁ

.
4. Als È injectief is, dan is ¬´³ ﬁ ®

µ
³

ﬁ

.
BEWIJS. Het bewijs van uitspraken 1 en 2 is triviaal. Om uitspraak 3 aan te tonen nemen we een element î uit
 . Hiervoor mogen we schrijven:
³

ﬁ

¬
à
îá
®Öµ
³

¬XÀ îAÄ
Ó

®Öµ
³¬jÈ
O>ô
¬XÀ îAÄ
Ó

®o®¶µ ·X¸T¹

"
±(
» ﬂﬃ
³¬oÀ
§
Ä
Ó
®
Â
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¬´³

ﬁ
®

¬
à
îá
®Öµ
¬´³

ﬁ
®
¬jÈ
O>ô
¬
à
îá
®o®¶µ ·o¸Q¹

"
±(eB

³¬oÀ
§
ÄCÓ
®
Â
waaruit uitspraak 3 volgt.
Onderstel nu dat È injectief is, en neem een element î uit  . Als îÊ×ÑÈ¬´Å ® , dan À îcÄ
Ó

µﬁà
îá
en ÈHOLôd¬ à îá ®µÏ» , waardoor ¬³ ﬁ ®

¬
à
îCá
®µ
³

ﬁ

¬
à
îá
®µ
Á . Als î Ê!Èk¬Å ® , dan bestaat er een element
§ van Å zo dat î µ È¬ §® . Uit uitspraak 2 volgt dat À îAÄ
Ó

µ
À Èk¬
§®
Ä
Ó

µ
È¬oÀ
§
Ä
Ó
®
, en dit impliceert dat
ÈHOLôd¬oÀ îAÄ
Ó

®Öµ
À
§
Ä
Ó . Met de bovenstaande formules verkrijgen we dan uitspraak 4.
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Een ruim veld op het codomein van een afbeelding kan eveneens overgezet worden naar een ruim veld op
het domein van deze afbeelding.
PROPOSITIE 1.67. Stel È is een afbeelding van een verzameling Å naar een verzameling  . Stel Ò ﬀ is een
ruim veld op  . Dan is Ò Ï µ ÈHOLôd¬eÒ ﬀ ® een ruim veld op Å , en voor elk element § ÊÅ is À § Ä Ó Õ µ
ÈHOLôd¬oÀ Èk¬
§ﬃ®
ÄÓ! 
®
. In het bijzonder is ÅXÓ Õ µgà ÈHOLôF¬² ® Ø ²×ÊÙÓ" en ²ÐxÈk¬Å ® åµ[» á . Wanneer Ò ﬀ µ Î ﬀ ¬d ®
waarbij » ¶qdÐª ¾¿¬# ® , dan Ò Ï µ Î Ï ¬ÈHOLôd¬ed ®X® .
BEWIJS. Omdat complementen, willekeurige unies en doorsneden bewaard blijven bij het nemen van inverse
beelden onder een afbeelding, is Ò Ï een ruim veld op Å . Stel § ÊÅ , dan is bij definitie:
À
§
ÄCÓ
Õ
µ
Õ
à
È
O>ô
¬´²
®
Ø
²×ÊÒ
ﬀ en § Ê{È O>ô ¬´² ® á
µ
È
O>ô
¬ Õ
à
²
Ø
²×ÊÒ
ﬀ en Èk¬ §ﬃ® Ê²á ®
µ
È
O>ô
¬XÀ Èk¬
§®
Ä Ó  
®z½
Onderstel dat Ò ﬀ µ Î ﬀ ¬d ® waarbij » ¶gdª ¾¿¬# ® . Neem een element § uit Å . Laat d3Ö µgà ÛÑ² Ø ²×Ê|d;á .
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en, met propositie 1.49 vinden we dat
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waaruit volgt dat Ò Ï µ Î Ï ¬È OLô ¬d ®o® .
GEVOLG 1.68. Onderstel dat » ¶pdÐª ¾(¬Å ® , en laat » ¶ ¯:ª Å . Dan is Î Ï ¬d ® 	¯ µ Î « ¬edx¯ ® en, voor
elke § Ê{¯ is À § Ä×ØÕI"
¡m(
x¯
µ
À
§
Ä×'&%"
¡Ù¥â«¯(
.
In het licht van deze resultaten zijn de volgende noties zinvol.
DEFINITIE 1.69. Stel ¬Å0Â8Ò ® en ¬#¶Â8Ò ﬀ ® zijn ruime ruimten.
1. Een bijectie È van Å naar  noemen we meetbaarheidbewarende transformatie als È een Ò ÆqÒ ﬀ -
meetbare afbeelding is en ÈHOLô een Ò ﬀ Æ]Ò -meetbare afbeelding.
2. Stel ³ en ³ ﬀ zijn ¬û;ÂRä ® -possibiliteitsmaten op de respectieve ruime ruimten ¬´Å0ÂØÒ ® en ¬ýÂØÒ ﬀ ® .
Een meetbaarheidbewarende transformatie È van ¬´Å0ÂØÒ0ÂŁ³ ® naar ¬ýÂØÒ ﬀ Âo³ ﬀ ® is een maatbewarende
transformatie als ³ ﬀ µ ³

.
1.5. De Choquet-integraal
We belichten een aantal belangrijke resultaten uit de niet-additieve integratietheorie. Hiermee bedoelen we
de theorie waarin functionalen gedefinieerd worden aan de hand van ree¨elwaardige monotone afbeeldingen, die
gedefinieerd zijn op klassen van verzamelingen en die niet noodzakelijk additief zijn. Een belangrijke aanzet tot
deze theorie werd gegeven door de capaciteitentheorie van G. Choquet [Cho54]. Hierin bestudeert hij onder
meer een ree¨elwaardige functionaal voor een speciale klasse van niet-additieve monotone afbeeldingen, die
hij capaciteiten noemt. Verdere bijdragen tot de studie van de door Choquet ingevoerde functionaal – die we
vanaf nu kortweg de Choquet-integraal zullen noemen – werden onder meer geleverd door Huber [Hub73b,
Hub73a, Hub81], Strassen [Hub73a], Greco [Gre77, Gre81, Gre82], Walley [Wal81], Schmeidler [Sch86],
Denneberg [Den94] en Murofushi [Mur94]. In deze paragraaf herhalen we in het kort de definitie van de
Choquet-integraal en geven we een summier overzicht van haar belangrijkste kenmerken.
1.5. DE CHOQUET-INTEGRAAL 29
1.5.1. Afspraken over de notatie. Met  bedoelen we de verzameling ¨  à Æ  Â t á , dit wil zeggen:
de uitbreiding van de verzameling van alle ree¨le getallen door toevoeging van een grootste element t en een
kleinste element Æ  . Verder schrijven we ook  } of À ÁQÂ t Ä voor de verzameling van alle positieve ree¨le
getallen met inbegrip van t , en -} of À ÁTÂ t À voor de verzameling van alle positieve ree¨le getallen.
d is een klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling ( zo dat » Ê]d en ª is een dæÆ  -
afbeelding zo dat
.
ªÖ¬
»N®Öµ
Á ;
.
ªÖ¬´¯
®
ä}ªÖ¬£
® voor ¬´¯ÂF£ ® Êdï zo dat ¯¸ªp£ .
In het vervolg zullen we ª een positieve vertrouwensmaat op d noemen.
1.5.2. Bijkomende kenmerken en eigenschappen van positieve vertrouwensmaten. Een positieve ver-
trouwensmaat ª op d noemen we
. begrensd als (&Êd en ªÖ¬#( ® Êx ;
. genormeerd als ª begrensd is en ªÖ¬#( ®Öµ Ã ;
. submodulair als voor elk koppel ¬¯ÂF£ ® Ê|dýï waarvoor ¯g £ en ¯g|£ elementen van d zijn:
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®st
ªÖ¬´¯g£
®
äÇªÖ¬´¯
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. supermodulair als voor elk koppel ¬¯ÂF£ ® Êdýï waarvoor ¯g |£ en ¯g£ elementen van d zijn:
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. modulair als ª zowel sub- als supermodulair is;
. subadditief als voor elk koppel ¬´¯ÂF£ ® Êdï waarvoor ¯q |£ Êd en ¯g|£ µ» :
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. superadditief als voor elk koppel ¬´¯ÂF£ ® Êdï waarvoor ¯g |£ Êd en ¯q£ µ[» :
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®
;}ªÖ¬¯
®st
ªÖ¬z£
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. additief als ª zowel sub- als superadditief is;
.
Ë -additief als voor elke disjuncte rij ¬´¯
A
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7;!Ã
® in d zo dat ½ }s
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. maxitief als voor elk koppel ¬´¯ÂE£ ® Êdýï waarvoor ¯g |£ Ê|d :
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. ondercontinu als voor elke stijgende, convergerende rij ¬´¯
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. bovencontinu als voor elke dalende, convergerende rij ¬´¯
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. 2-alternerend als ª submodulair en genormeerd is;
. 2-monotoon als ª supermodulair en genormeerd is.
VOORBEELD 1.70. Stel ( is een verzameling van drie ree¨le getallen , namelijk *
ô
, *
ï
en *
u
. Onderstel
tevens dat ÁpQ+*
ô
Q,*
ï
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u
ä Ã . Laat ¯ µà *
ô
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ï
á , £
µ à
*
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á en K µ ¯£ µà *
ô
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d
µ!à»
ÂŁ¯ÂF£_ÂEKÂﬂ(á , en laat ª ten slotte de dKÆ.(  à ÁEá -afbeelding zijn, die in een element ²×Êd gegeven is
door:
ªÖ¬´²
®ýµ
é
0/21
3»N¼
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Á als ² µ[»E½
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Dan is d gesloten voor eindige unies en eindige doorsneden, en ª is een positieve additieve vertrouwensmaat
op d . ª is evenwel niet supermodulair. Merk immers op dat
ªÖ¬¯g|£
®Ht
ªÖ¬´¯p £
®¶µ
*
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ï
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µ
ªÖ¬¯
®ot
ªÖ¬z£
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De positieve vertrouwensmaat ª is echter wel maxitief, en bijgevolg submodulair. \
Positieve additieve vertrouwensmaten zijn in het algemeen niet noodzakelijk modulair. Het volgende voor-
beeld geeft een nauwer verband aan tussen de modulariteitseigenschap en de additiviteitseigenschap voor po-
sitieve vertrouwensmaten.
VOORBEELD 1.71.
Æ Een positieve modulaire vertrouwensmaat is additief.
Æ Een positieve additieve vertrouwensmaat is modulair wanneer haar domein gesloten is voor het verschil.
\
Possibiliteits- en necessiteitsmaten kunnen we volgende eigenschappen toekennen.
VOORBEELD 1.72.
Æ Een ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® -possibiliteitsmaat ³ op een ruime ruimte ¬Å0Â8Ò ® is een ondercontinue, submodulaire posi-
tieve vertrouwensmaat op Ò . ³ is uiteraard ook maxitief. Als ³ in het bijzonder genormeerd is, dan is ³
een = -alternerende positieve vertrouwensmaat op Ò .
Æ Een genormeerde ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® -necessiteitsmaat Ë op een ruime ruimte ¬´Å0ÂØÒ ® is een bovencontinue, super-
modulaire positieve vertrouwensmaat op Ò .
\
Stel d is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( zo dat » Êd en (Êd . Stel d3Ö µêà (KÑ² Ø
²×Ê|d;á . De toegevoegde [CONJUGATE] van een positieve begrensde vertrouwensmaat ª op d is de positieve
vertrouwensmaat ª op d3Ö , die gegeven is door:
ªÖ¬´²
®ýµ
ªÖ¬5(
®
Æ`ªÖ¬5(KÑ²
®
ÂÉL²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½
VOORBEELD 1.73.
Æ De toegevoegde van een genormeerde ¬XÀ ÁQÂnÃOÄÂnä ® -possibiliteitsmaat (-necessiteitsmaat) is precies haar duale
necessiteitsmaat (possibiliteitsmaat).
Æ De toegevoegde van een submodulaire begrensde positieve vertrouwensmaat is supermodulair.
\
Een positieve vertrouwensmaat ª op d kan altijd uitgebreid worden tot een positieve vertrouwensmaat op
¾(¬#(
®
. Meer bepaald zal zo’n uitbreiding van ª liggen tussen de inwendige en uitwendige monotone extensie
van ª . De grootste monotone extensie van ª tot ¾¿¬5( ® is de ¾¿¬5( ® Æ  } -afbeelding ª6 zo dat:
ª
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¬´²
®ÖµÛÌ ÍQÎRà
ªÖ¬¯
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Ø
²<ªÇ¯ en ¯gÊd;áAÂ Éﬃ² Ê`¾(¬#( ®O½
De kleinste monotone extensie van ª tot ¾¿¬5( ® is de ¾¿¬5( ® Æ  } -afbeelding ª
6
zo dat:
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We hebben inderdaad dat ª6 Ø ¡ µ ª en ª
6
Ø
¡
µ
ª . Als ß een positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® is die ª
uitbreidt, dit wil zeggen ß Ø ¡ µ ª , dan is uiteraard
ª
6
äNß	äÇª
6
½
Voor een begrensde positieve vertrouwensmaat ª op d is
ª
6
µ
¬ ª
®
6
½ (1.21)
VOORBEELD 1.74. Stel d is gesloten voor eindige unies en eindige doorsneden.
Æ Als ª een submodulaire ( = -alternerende) positieve vertrouwensmaat op d is, dan is ª6 eveneens submodulair
( = -alternerend).
Æ Als ª een supermodulaire ( = -monotone) positieve vertrouwensmaat op d is, dan is ª
6
eveneens supermo-
dulair ( = -monotoon).
Zie onder meer Denneberg [Den94] voor een bewijs. \
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1.5.3. Bijkomende definities voor ree¨elwaardige afbeeldingen. Voor een (&Æ  -afbeelding Z en een
element § Ê  noemen we
àﬂZ
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§
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µà
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Ø
* Ê7( en Z ¬8* ® Q § á de strikt duale snedeverzameling van Z op niveau § ë
àﬂZ
ä
§
á
µà
*
Ø
* Ê7( en Z ¬8* ® ä § á de duale snedeverzameling van Z op niveau § ë
àﬂZyUæ§
á
µà
*
Ø
* Ê7( en Z ¬8* ®#UÇ§ á de strikte snedeverzameling van Z op niveau § ë
àﬂZ
;
§
á
µà
*
Ø
* Ê7( en Z ¬8* ® ; § á de snedeverzameling van Z op niveau §½
We noemen voorts een (æÆ  -afbeelding Z
. bovenbegrensd als en alleen als ·o¸Q¹ 3»%9 Z ¬:* ® Ê| ;
. onderbegrensd als en alleen als ÌIÍEÎ 3»%9 Z ¬8* ® ÊR ;
. begrensd als en alleen als Z zowel boven- als onderbegrensd is.
Om de notatie te verlichten zullen we ·o¸Q¹ 3»%9 Z ¬8* ® en ÌIÍEÎ 3C»%9 Z ¬:* ® ook noteren door ·o¸Q¹¿Z en Ì ÍEÎ%Z .
Op een (uÆ  -afbeelding Z kunnen we de volgende meetbaarheidsvoorwaarden leggen.
.pZ is strikt d -snedemeetbaar als en alleen als de strikte snedeverzamelingen van Z d -meetbaar zijn;
.pZ is d -snedemeetbaar als en alleen als de snedeverzamelingen van Z d -meetbaar zijn;
.pZ is d -duaal snedemeetbaar als en alleen als de duale snedeverzamelingen van Z d -meetbaar zijn;
.pZ is strikt d -duaal snedemeetbaar als en alleen als de strikt duale snedeverzamelingen van Z d -meetbaar
zijn.
Wanneer d gesloten is voor complementering – dit is bijvoorbeeld het geval wanneer d een veld op ( is – dan is
Z uiteraard d -snedemeetbaar als en alleen als Z strikt d -duaal snedemeetbaar is; en is Z strikt d -snedemeetbaar
als en alleen als Z d -duaal snedemeetbaar is. Als d een Ë -algebra op ( is, zijn de vier meetbaarheidsvoor-
waarden equivalent. Meer bepaald voldoet een afbeelding Z aan e´e´n van deze voorwaarden voor zover Z
Borel-meetbaar is, dit wil zeggen: Z is een d}Æ;  -meetbare afbeelding waarbij   de Ë -algebra van de Borel-
verzamelingen op  is. Wanneer d in het bijzonder een ruim veld is op ( , dan voldoet Z aan e´e´n van deze
meetbaarheidsvoorwaarden als en alleen als Z een duÆ}¾¿¬  ® -meetbare afbeelding is, wat op zijn beurt equiva-
lent is met het constant zijn van Z op de atomen van d .
Een constante ( Æp -afbeelding Aç 9 (met 2Êg ) noteren we ook door het ree¨le getal  waarop ze elk
element * van ( afbeeldt.
Stel dat Z en ¬ twee ( Æ  -afbeeldingen zijn. Dan schrijven we Z ä[¬ wanneer Z ¬8* ® ä¬L¬8* ® voor alle
* Ê<( . Het puntsgewijs minimum en maximum van de afbeeldingen Z en ¬ noteren we door Z § ¬ en Z © ¬ .
In een element * van ( hebben we dus: ¬ Z § ¬ ® ¬:* ®ÖµÐZ ¬8* ® § ¬L¬8* ® en ¬ Z © ¬ ® ¬:* ®ÖµZ ¬:* ® © ¬ﬃ¬:* ® .
De puntsgewijze som van Z en ¬ noteren we door ZÑt ¬ voor zover Z ¬8* ®Ht ¬ﬃ¬:* ® Ê  voor alle *}Ê=( . In
dat geval is ¬ Z t ¬ ® ¬8* ®Öµ[Z ¬8* ®%t ¬L¬8* ® , É>*}Ê=( . Ten slotte stelt D Z (met DÊR ) de (KÆ  -afbeelding voor zo
dat ¬LD ZL® ¬8* ®¶µ D Z ¬8* ® , É?*}Ê=( . We nemen hierbij stilzwijgend aan dat Á+v tﬁµ Á , Á+vãÆ µ Á .
Een (uÆ  -afbeelding Z kunnen we ontbinden als ZµÐZ }`Æ Z O waarbij Z } µÐZ © Á en Z O µ ¬mÆ ZL® © Á .
Twee (uÆ  -afbeeldingen Z en ¬ worden comonotoon [COMONOTONIC] genoemd als en alleen als
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Deze voorwaarde is equivalent met elk van de volgende twee eisen (zie onder meer [Den94]):
. de snedeverzamelingen en de strikte snedeverzamelingen van Z en ¬ vormen een keten voor de inclusierela-
tie;
. de duale snedeverzamelingen en strikt duale snedeverzamelingen van Z en ¬ vormen een keten voor de
inclusierelatie.
VOORBEELD 1.75. Stel Z is een willekeurige (&Æ  -afbeelding. Dan zijn Z en een willekeurige constante
ree¨elwaardige afbeelding op ( steeds comonotoon. De afbeeldingen Z } en Æ Z O zijn eveneens comonotoon.
\
1.5.4. Karakteriseringen van de Choquet-integraal.
1.5.4.1. Choquet-integraal met betrekking tot positieve vertrouwensmaten op de machtklasse van een ver-
zameling. Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op ¾¿¬5( ® , laat Z een (KÆ  -afbeelding zijn. Dan kunnen we
met Z een dalende verdelingsfunctie [DECREASING DISTRIBUTION FUNCTION] associe¨ren met betrekking tot
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ª , i.e., de æÆ  } -afbeelding @  $ Y zo dat:
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$ Y ¬
§®¶µ
ªÖ¬
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*}Ê=( en Z ¬8* ®#U}§ á ® Â É § Ê  ½
Als dalende  Æ  } -afbeelding heeft @  $ Y een ten hoogste aftelbaar aantal discontinuı¨teiten. In een continu-
iteitspunt § ÊR van @  $ Y hebben we verder dat
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*ÇÊ=( en Z ¬8* ® ; § á ® (1.22)
Onderstel dat ª een begrensde positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® is. De Choquet-integraal van Z met
betrekking tot ª is dan gegeven door:
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voor zover de oneigenlijke Riemann-integralen
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niet gelijktijdig Æ  en t zijn. Rekening houdend met (1.22) hebben we in dit geval dat
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(1.24)
Merk op dat ¬HA ®JIÑZED ª gedefinieerd is en tot  behoort wanneer Z een begrensde (æÆ¨ -afbeelding is. In dit
geval kan (1.23) herschreven worden als:
¬HA
®CB ZED
ª
µÛÌ ÍQÎ
À
Z
ÄIªÖ¬5(
®HtKB4L:MON
Y
P QOR
Y
@

$ Y¬
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Merk ten slotte op: als Z ,S(8Æ  een positieve afbeelding is, dan is de Choquet-integraal van Z met betrekking
tot ª steeds gegeven door:
¬5A
®?B ZED
ª
µTB
}s

@

$ Y¬
§® d §k½
Een ‘verklaring’ om via (1.23) een integraal voor Z te definie¨ren kan gevonden worden in de benadering
die de welgekende Lebesgue-integraal volgt om een integraal in te voeren voor Z . Onderstellen we daartoe dat
ªË -additief is en ªÖ¬5( ® Q t . Als Z een positieve afbeelding is, dan is de Lebesgue-integraal U van Z over (
met betrekking tot ª gelijk aan
B
ZED
ª
µ
B
}o

@

$ Y
¬
§ﬃ® d §
waarbij de integraal in het rechterlid de oneigenlijke Riemann-integraal van @  $ Y over À ÁQÂ t Ä is. Gebruikma-
kend van de ontbinding Z2µêZ }2Æ Z O waarbij Z } µ¼Z © Á en Z O µ ¬XÆ ZL® © Á wordt de Lebesgue-integraal
van Z over ( met betrekking tot ª gedefinieerd als
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voor zover I Z } D ª of I Z O D ª eindig is. Omdat @ 
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alle § Ê  } , krijgen we:
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Om de argumentatie niet te verzwaren laten we de definitie van de Lesbesgue-integraal voor primitieve functies en eventuele meet-
baarheidsvoorwaarden buiten beschouwing.
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Een tweede, meer algemene definitie van de Choquet-integraal gaat uit van de pseudo-inverse afbeelding
X
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$ YI,>À ÁTÂXªÖ¬#(
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Ä¯È.À
ÌIÍEÎ)Z
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·o¸Q¹4Z
Ä van de dalende verdelingsfunctie @  $ Y , die als volgt gedefinieerd wordt:
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Ä en @  $ Y ¬ §ﬃ®U îáAÂÉﬃîÊ2À ÁTÂXªÖ¬5( ® Ä ½ (1.26)
Dit komt overeen met
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Ê  en @  $ Y¬ §®
U îCá © Ì ÍEÎ%Z Â ÉîÊ6À ÁTÂXªÖ¬5( ® Ä ½ (1.27)
Het is direct duidelijk dat
X
@

$ Y een dalende afbeelding van À ÁTÂXªÖ¬5( ® Ä naar À Ì ÍEÎ%Z Â ·o¸Q¹¿Z Ä is, en bijgevolg een ten
hoogste aftelbaar aantal discontinuı¨teiten heeft.
De afbeelding
X
@

$ Y kan ook geschreven worden als
X
@

$ YC¬´î
®ÖµÛ·o¸Q¹Là §
Ø
§
Ê2À
ÌIÍEÎ)Z
Â
·X¸Q¹4Z
Ä en ªÖ¬ à * Ø *ÇÊ=( en Z ¬8* ® ; § á ®#U îácÂÉîÊ6À ÁQÂXªÖ¬5( ® Ä ½
Het is meteen duidelijk dat de gelijkheid geldt voor î µ ªÖ¬#( ® . Neem daarom een element î uit À ÁTÂXªÖ¬5( ® À . In
dit geval hebben we dat
X
@

$ Y ¬´î
®
ä
·o¸Q¹Là §
Ø
§
Ê6À
ÌIÍEÎ)Z
Â
·X¸Q¹¿Z
Ä en ªÖ¬ à * Ø * Ê7( en Z ¬8* ® ; § á ®#U îá ½
We moeten dus nog alleen de omgekeerde ongelijkheid aantonen. Stel § Ê À Ì ÍQÎ)Z Â ·o¸Q¹¿Z Ä zo dat ªÖ¬ à * Ø
* Ê( en Z ¬:* ® ; § á ®ìU î . Als §¨U Ì ÍEÎ%Z , laat þ U Á zo dat § Æ þ ; Ì ÍEÎ%Z . Dan hebben we: @  $ Y ¬ § Æ þ ® ;
ªÖ¬
à
*
Ø
*}Ê=( en Z ¬8* ® ; § á ®IU î . Dit impliceert dat
§
Æ
þ
ä
X
@

$ Y
¬´î
®O½
Als gevolg hiervan hebben we dat § ä
X
@

$ Y
¬´î
®
. Dit laatste resultaat geldt vanzelfsprekend ook wanneer
§xµ Ì ÍEÎ%Z
. Hierdoor vinden dus dat
·X¸T¹Làn§
Ø
§
Ê2À
Ì ÍQÎ)Z
Â
·o¸Q¹4Z
Ä en ªÖ¬ à * Ø *}Ê=( en Z ¬:* ® ; § á ®3U îá~ä
X
@

$ Y
¬´î
®O½
Voor het invoeren van
X
@

$ Y maakt het bijgevolg niet uit of de ongelijkheid in de definitie van @  $ Y al dan niet
strikt is.
In een element î_Ê	ÄYÁTÂXªÖ¬5( ® À , waarin
X
@

$ Y continu is, hebben we dat
X
@

$ Y
¬î
®Öµ&·X¸Q¹>àn§
Ø
§
Ê6À
Ì ÍEÎ%Z
Â
·o¸Q¹¿Z
Ä en @  $ Y ¬ §ﬃ® ;æîá ½
Met de pseudo-inverse
X
@

$ Y van @  $ Y kan de Choquet-integraal van Z met betrekking tot een positieve ver-
trouwensmaat ª op ¾(¬#( ® alternatief gedefinieerd worden door [Den94]:
¬5A
®CB ZED
ª
µTB

"
9
(

X
@

$ YC¬î
® d î (1.28)
1.5.4.2. Choquet-integraal met betrekking tot willekeurige positieve vertrouwensmaten. We kunnen de
Choquet-integraal ook definie¨ren voor positieve vertrouwensmaten met een willekeurige, niet-lege klasse van
deelverzamelingen als domein. Dit brengt evenwel met zich mee dat de afbeeldingen waarvoor we deze inte-
graal willen invoeren, aan de nodige meetbaarheidsvoorwaarden moeten voldoen.
Stel concreet dat ( een niet-lege verzameling is en dat ª een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege
klasse d van deelverzamelingen van ( is zo dat » Ê|d en (&Ê|d . Laat Z een (}Æ  -afbeelding zijn.
Wanneer Z (strikt) d -snedemeetbaar is, dan kunnen we met Z een dalende verdelingsfunctie @  $ Y as-
socie¨ren. Als ª begrensd is, dan kunnen we zoals in (1.23) de Choquet-integraal ¬5A ®CIÊZED ª van Z met betrek-
king tot ª definie¨ren.
VOORBEELD 1.76. Stel Z ,(ÝÈ  is een eenvoudige afbeelding. Dit wil zeggen: Z is een ree¨elwaardige
afbeelding op ( met een eindig bereik Z ¬#( ® . Laat dan Z ¬#( ®0µàn§
ô
Â
½n½R½
Â
§
A
á met 7 Ê 9 Ñ à ÁQá , zo dat
§
ô
U&½R½n½mUÇ§
A
. Dan is
Zxµ
A
)
2B
ô
§
2´ç«YÂ (1.29)
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waarbij de verzamelingen ¯ì2 µ>Z OLôã¬ àn§ 2má ® , 5 Ê à ÃNÂ ½R½R½ ÂF7¿á een partitie van ( vormen. We kunnen Z ook
voorstellen door
Zxµ
A
)
Ó
B
ô
î
Ó
çZ\[dÂ (1.30)
waarbij voor elke Ù Ê à ÃcÂ ½R½n½ Â87¿á :
ñ
Ó
µ
Ó
Ò
2CB
ô
¯¿2
µà
*
Ø
*}Ê=( en Z ¬8* ® ; § Ó áAÂ
î
Ó
µ §
Ó
Æ
§
Ó
}kô
Â
waarbij §
A_}kô
µ
Á wordt gesteld. Hieruit volgt: î
A
µ §
A
is de kleinste waarde die Z aanneemt. Verder is
»
å
µ
¯
ô
µ
ñ
ô
¶
½n½R½
¶gñ
A
µ
( , of ¬ñ Ó	ØãÙ Ê à ÃNÂ ½n½R½ ÂF7¿á ® is een eindige, stijgende keten in ¬p¾(¬#( ® ÂJª ® . Alle
ree¨le getallen î Ó , Ù Ê à ÃNÂ ½n½R½ Â87`ÆÛÃãá zijn strikt positief. We kunnen uiteraard ook (1.29) uit (1.30) afleiden
door de volgende keuzen te maken voor 5 Ê à ÃcÂ ½R½n½ Â87¿á :
¯ì2
µ
ñH2CÑñ¯2
OLô
Â
§
2
µ
A
)
Ó
BH2
î
Ó
Â
waarbij ñ
] µÐ» .
Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op d . Onderstel dat de elementen uit de keten ¬ñ 2 ØP5 Ê
à
ÁTÂ
½n½R½
Â87¿á
®
d -meetbaar zijn. Dit is uiteraard equivalent met het (strikt) d -snedemeetbaar zijn van Z . De
dalende verdelingsfunctie @  $ Y van Z ten opzichte van ª is gegeven door
@

$ Y
¬
Â
®Öµ
hi
j
ik
ªÖ¬5(
® als Â ÊKÀ Æ  Â §
A
À ë
ªÖ¬jñ
2
® als Â ÊKÀ § 2
}kô
Â
§
2
À met 5 Ê à ÃNÂ ½n½R½ Â87xÆÇÃãácë
Á als Â ÊKÀ §
ô
Â
t
ÄsÂ
en de pseudo-inverse afbeelding
X
@

$ Y van @  $ Y is gegeven door
X
@

$ Y
¬
Â
®Öµ
é
§
A
als Â µ ªÖ¬#( ® ë
§
2 als Â Ê6À ªÖ¬jñ¯2
OLô
®
ÂXªÖ¬jñ¯2
®
À en 5 Ê à ÃcÂ ½R½n½ Â87¿á ½
Onderstel bijkomend dat ª begrensd is. Met (1.23) volgt dan dat
¬HA
®CB ZED
ª
µ
A
)
2CB
ô
ªÖ¬jñ¯2
®
¬
§
2>Æ
§
2
}kô
®¶µ
A
)
2B
ô
ªÖ¬ñH2
®
î/2
½ (1.31)
Met (1.28) volgt eveneens dat
¬HA
®CB ZED
ª
µ
A
)
2CB
ô
§
2o¬´ªÖ¬ñ¯2
®
ÆKªÖ¬ñ¯2
OLô
®X®
Als d een veld is en de begrensde, positieve vertrouwensmaat ª additief is – in de literatuur wordt ª ook
wel positieve, eindige lading [CHARGE] genoemd [Bha83], dan vinden we voor de Choquet-integraal van Z
met betrekking tot ª de vertrouwde uitdrukking
¬HA
®
B
ZED
ª
µ
A
)
2CB
ô
§
2
ªÖ¬¯
2
®z½
Dit is niets anders dan de Dunford-integraal ¬^ ® I ZED ª van de eenvoudige afbeelding Z met betrekking tot ª .
\
Een tweede, algemenere benadering bestaat in het definie¨ren van de Choquet-integraal van Z met betrek-
king tot een monotone extensie van ª tot ¾(¬#( ® .
Een monotone uitbreiding ß van ª tot ¾¿¬5( ® neemt in een element ² Ê`¾¿¬5( ® een waarde uit À ª
6
¬²
®
Âoª6c¬´²
®
Ä
aan. De aan een strikte snedeverzameling à * Ê( Ø Z ¬:* ®#Uæ§ á , § Ê  , toegekende waarde ßL¬ à *ÇÊ7( Ø
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Z
¬8*
®#UÇ§
á
® is dus onafhankelijk van de gekozen monotone uitbreiding van ª voor zover @ %_ $ YC¬ §ﬃ®¶µ @  _ $ YC¬ §ﬃ® .
Een afbeelding Z , waarvoor de gelijkheid
@
 _
$ Y ¬
§®µ
@

_
$ Y ¬
§®
¬ met § Ê  ® (1.32)
geldt op een ten hoogste aftelbaar aantal elementen van  na – en dit noteren we in het vervolg ook door
@
 _
$ Y
µ
u.a.
@

_
$ Y – wordt ª -bovenmeetbaar genoemd [Gre81, Den94]. Dit impliceert dat
X
@
 _
$ Y ¬î
®¶µ
X
@

_
$ Y ¬´î
®
ÂÉﬃîÊKÀ ÁQÂoªÖ¬#(
®
Ä
½ (1.33)
Bij onderstelling behoort ( immers tot het domein d van de positieve vertrouwensmaat ª , waardoor ªÖ¬#( ®9µ
ª
6
¬#(
®µ
ª6N¬#(
®
. Neem een element î uit À ÁTÂXªÖ¬#( ® Ä . Omdat ª
6
door ª6 gedomineerd wordt op ¾(¬#( ® hebben
we:  µ ·X¸Q¹>àn§ Ø § Ê  en @  _ $ Y ¬ §ﬃ®U îCáä ·X¸T¹Làn§ Ø § Ê  en @  _ $ Y ¬ §®U îCá ½ Onderstel uit het ongerijmde
dat xQ ·o¸Q¹Làn§ Ø § Ê  en @  _ $ YT¬ §®U îCá ½ Dan bestaat er een `xÊ  zo dat @  _ $ YT¬#` ®¿U î en xQa` . Wegens
de ª -bovenmeetbaarheid van Z bestaat er een element bvÊ`ÄÂc`NÄ zo dat @  _ $ Y ¬#b ®9µ @  _ $ Y ¬#b ® . Uit het dalend
zijn van @  _ $ Y volgt dat @  _ $ Y ¬#b ®ýµ @  _ $ Y ¬#b ® ;G@  _ $ Y ¬#` ®#U î . Omdat b U  geeft dit een strijdigheid met de
definitie van  . Met (1.27) krijgen we dan (1.33).
Hiervan gebruikmakend vinden we met (1.28) of (1.23) wanneer ªÖ¬#( ®ýµ ª6c¬#( ®Öµ ª
6
¬5(
®
Êx dat
¬5A
® B ZED
ª
6
µ
¬5A
® B ZED
ª
6
Â (1.34)
voor zover beide waarden gedefinieerd zijn. Dit maakt het mogelijk om de Choquet-integraal van Z met be-
trekking tot ª te definie¨ren als
¬5A
®
B
ZED
ª
µ
¬5A
®
B
ZED
ª
6
½
Een afbeelding Z wordt ª -ondermeetbaar genoemd wanneer Æ Z een ª -bovenmeetbare afbeelding is, en ge-
woonweg ª -meetbaar, als Z zowel ª -bovenmeetbaar als ª -ondermeetbaar is.
De voorgaande noties van meetbaarheid zijn afhankelijk van zowel een bepaalde klasse d van deelverza-
melingen als van een bepaalde positieve vertrouwensmaat ª met d als domein. Een afbeelding Z , die voor alle
positieve vertrouwensmaten ª op d`ª -(boven, onder)meetbaar is, wordt d -(boven, onder)meetbaar genoemd.
In [Gre81] geeft Greco de volgende karakterisering van d -bovenmeetbaarheid. Een bewijs van dit resultaat
kan ook gevonden worden in [Den94].
STELLING 1.77. Onderstel dat d een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( is zo dat » Êd en (ÛÊd .
Een afbeelding Z ,>(NÈ  is d -bovenmeetbaar als en alleen als voor elk koppel ¬zÂﬂb ® Ê¿ï met Qab er een
element ñ}Êd bestaat zo dat
à
*
Ø
*ÇÊ7( en
Z
¬8*
®#U
Cá
Æ
ñ
Æ
à
*
Ø
* Ê7( en
Z
¬8*
®#U
bná
½ (1.35)
OPMERKING 1.78.
Æ Stel Z is een (uÆ  -afbeelding. Dan voldoet Z aan eigenschap (1.35) als en alleen als voor elk koppel ree¨le
getallen ¬zÂﬂb ® Ê|¿ï met ­Qdb er een element ñ}Êd bestaat zo dat
à
*
Ø
*ÇÊ7( en Z ¬8* ® ;bCá
Æ
ñ
Æ
à
*
Ø
* Ê7( en Z ¬8* ® ;dbná ½ (1.36)
Merk op: als Z een ( Æ  -afbeelding is, dan is Z d -ondermeetbaar als en alleen als voor elk koppel ree¨le
getallen ¬zÂﬂb ® Ê|¿ï met ­Qdb er een element ñ}Êd bestaat zo dat
à
*
Ø
* Ê=( en Æ Z ¬8* ® ;bCá
Æ
ñ
Æ
à
*
Ø
* Ê7( en Æ Z ¬8* ® ;eb á ½
Deze laatste voorwaarde laat zich als volgt uitschrijven: voor elk koppel ree¨le getallen ¬zÂfb ® Êº¿ï met
Qeb bestaat er een element ñæÊd zo dat
à
*
Ø
* Ê( en Z ¬:* ®#U Æbná
Æ
(KÑñ
Æ
à
*
Ø
*ÇÊ7( en Z ¬8* ®#U Æ4Qá ½ (1.37)
Dit betekent dus: Z is d -ondermeetbaar als en alleen als Z d3Ö -bovenmeetbaar is, waarbij d#Ö µgà (ÑL² Ø ²×Ê
d;á . Wanneer d gesloten is voor complementering, dan zijn d -bovenmeetbare afbeeldingen automatisch
d -ondermeetbaar, en omgekeerd.
Æ Een (strikt) d -snedemeetbare afbeelding is d -bovenmeetbaar.
0
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OPMERKING 1.79. Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege klasse d van deelverzamelingen
van ( zo dat » Êd en (#Êd . Als ¬ Z
A
Ø
7KÊx9
® een rij ª -bovenmeetbare (ÇÆq afbeeldingen is die uniform
convergeert over ( naar een afbeelding Z ,( Æb , dan is Z eveneens ª -bovenmeetbaar. Neem een element
KÊg waarin @ %_ $ Y continu is. Laten we hiervoor de gelijkheid @ %_ $ YT¬ ®µ @  _ $ YT¬z ® aantonen. Voor elke
þ
U
Á bestaat er een g U Á zo dat voor alle § ÊﬃÄÆ¨=2gãÂF t =2gEÀ geldt:
@
%_
$ YQ¬
®
Æ
þ
QG@
%_
$ YC¬
§ﬃ®
QK@
%_
$ YT¬
®Ht
þ
½
Omdat ¬ Z
A
Ø
7`Êx9
® uniform over ( naar Z convergeert bestaat er een natuurlijk getal V zo dat:
Z
¬8*
®
Æ
g
=
Q
Z2h
¬8*
®
Q
Z
¬8*
®Ht
g
=
Â É>*}Ê7(
½
Omdat Zih bij onderstelling ª -bovenmeetbaar is, bestaat er een element üKÊ#À5j
ï
ÂcgEÀ zo dat @  _ $ Y'k ¬zÆÇü ®vµ
@

_
$ Y'k ¬zvÆKü
®
. Uit de voorgaande stappen volgt nu:
@
 _
$ Y ¬z
®
äe@

_
$ Y ¬
®
äe@

_
$ Y'k ¬zÆ
g
=
®
äe@

_
$ Y'k ¬zÆ`ü
®
µ
@
%_
$ Y k ¬zÆ`ü
®
äe@
 _
$ Y ¬ÆKüÆ
g
=
®
Qe@
%_
$ YT¬
®st
þ
½
Omdat dit voor elke þ U Á geldt, vinden we dat @ %_ $ YQ¬ ®	µ @  _ $ YC¬z ® . Omdat @ %_ $ Y een ten hoogste af-
telbaar aantal discontinuı¨teiten heeft, impliceert dit dat @ %_ $ Y µ
ºSl mnl
@

_
$ Y . Dit betekent dus dat Z eveneens
ª -bovenmeetbaar is.
Uit de bovenstaande vaststelling kunnen we het volgende resultaat halen. Als ¬ Z
A
Ø
7KÊR9
® een rij d -
bovenmeetbare (ÇÆ -afbeeldingen is, die uniform over ( convergeert naar een afbeelding Z ,?(ÇÆq , dan is
Z eveneens d -bovenmeetbaar. Dit resultaat volgt ook meteen uit stelling 1.77. Neem twee ree¨le getallen  en b
zo dat Qeb . Laat þ U Á zo dat þ QdbýÆ . Er bestaat een natuurlijk getal V zo dat:
Z
¬8*
®
Æ
þ
ä
Q
Z
h
¬8*
®
Q
Z
¬8*
®Ht
þ
ä
Â É>*}Ê7(
½
Omdat Zih d -bovenmeetbaar is, bestaat er een element ñÛÊ]d zo dat àﬂZ2h<U býÆpo
u
áÊª!ñ[ª
àZih¼U
býÆ
ï
o
u
á ,
waardoor àZpU bFáª àﬂZih U býÆo
u
áªgñºª
àZih U
bÆ
ï
o
u
áª
àﬂZgU
bÆ
þ
áª
àﬂZgU
Cá . Uit stelling 1.77
volgt de d -bovenmeetbaarheid van Z .
0
In de volgende propositie tonen we onder meer aan dat een d -bovenmeetbare, begrensde ree¨elwaardige
afbeelding Z altijd de uniforme limiet is van een rij van strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen. Als
¬
Z
A
Ø
7;:9
® zo’n rij van strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen is met Z als uniforme limiet, dan
convergeert de rij ¬X¬HA ®JIÊZ
A
D
ª
Ø
7KÊR9
® van hun Choquet-integralen naar ¬5A ®CIÊZED ª . Dit betekent dat we voor
de definitie van de Choquet-integraal van begrensde afbeeldingen op dezelfde manier kunnen te werk gaan als
bij het definie¨ren van hun Lebesgue-integraal. Deze vaststelling, die zich reeds laat gevoelen in (1.35) en die in
een minder algemene vorm opgenomen is in Choquets theorie van capaciteiten [Cho54, Ang77, Top74], wordt
noch in [Den94], noch in [Pap95] gemaakt.
PROPOSITIE 1.80. Onderstel dat d een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( is zo dat » Êêd en
(&Êd .
1. Een d -bovenmeetbare (KÆ  -afbeelding Z is de puntsgewijze limiet van een rij strikt d -snedemeetbare
eenvoudige afbeeldingen.
2. Een begrensde afbeelding Z ,(ÅÈ  is d -bovenmeetbaar als en alleen als Z de uniforme limiet van
een rij strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen ¬ Z
A
Ø
7`Êx9
®
op ( is. Als ª een begrensde
positieve vertrouwensmaat op d is, dan hebben we in het bijzonder
¬5A
®CB ZED
ª
µ

ÌC
A/}s
¬5A
®CB Z
A
D
ª
½
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BEWIJS. Stel dat Z een (ÇÆ  -afbeelding is die d -bovenmeetbaar is. Neem twee ree¨le getallen q en q zo dat
q Q q . Laat 7`Êx9 . Voor elke 5 Ê à ÁQÂ ½R½R½ Âﬀ=_A_}ô á laat q
A
$ 2
µ
q
t
¬ qkÆq
®
2
ïfrts
³
. Voor elke 5 Ê à ÁTÂ ½n½R½ ÂE=/A_}kôLÆ0Ããá
bestaat er wegens stelling 1.77 een element ñ
A
$ 2¿Êd zo dat
àZRU
q
A
$ 2
}kô
á ª ñ
A
$ 2 ª
àZRU
q
A
$ 2 á
½
Laat Z W $ W $
A
,?(NÈc de eenvoudige afbeelding zijn die gegeven is door
Z
W $ WE$
A
µ
q ç
9
t
ï
rts
³
OLô
)
2CB

q;Æ;q
=
A_}kô
çuZ
riv
Y
½
Laat voorts ñ
A
$
ï rts
³
µ¸»
. Merk dan op: Z W $ WE$
A
neemt de waarde q aan op (2Ñ­ñ
A
$
 ; en Z W $ WE$
A
neemt de waarde
q
A
$ 2
}kô
,
5
Ê
à
ÁTÂ
½R½n½
ÂE=/A_}kôÆ&Ããá aan op ñ
A
$ 2ﬃÑ9ñ
A
$ 2
}kô
. De strikte snedeverzamelingen van Z W $ WE$
A
zijn duidelijk
d -meetbaar. Uit de definitie van Z W $ W $
A
volgt onmiddellijk dat
Ø
Z
¬:*
®
Æ
Z
W $ WE$
A
¬:*
®
Ø
ä
q­Æ;q
=
A_}kô
Â É?*}Ê
Z
OLô
¬XÀ q Â qRÄ
®O½
Dit impliceert dat ¬ Z W $ WE$
A
Ø
7KÊ|9
® uniform op Z O>ôd¬oÀ q Â qRÄ ® naar Z convergeert.
Uit het voorgaande volgt dat ¬ Z
O
"
A_}kô
(ã$
A_}ô
$
A
Ø
7 Êg9
® een rij van eenvoudige afbeeldingen is die punts-
gewijs op ( naar Z convergeert. Neem immers een element * uit ( . Stel Z ¬8* ® Ê  . Laat þ U Á . Kies
dan Ä ÊÅ9 Ñ à ÁEá zo dat Æ¬eÄ t Ã ® Q Z ¬8* ® Q>Ä t Ã en w }ô
ïfx
Q
þ
. Voor elke 7 ÊÅ9 zo dat 7 ;ÏÄ
geldt: Æ¬z7 t Ã ® Q Z ¬8* ® Q 7 t Ã , waardoor Ø Z ¬:* ® Æ Z
O
"
A/}kô
(ö$
A_}kô
$
A
¬:*
®
Ø
ä
A_}kô
ï r
äyw
}kô
ï x
Q
þ
. Bij-
gevolg is

Ì
A/ }s
Z
O
"
A/}kô
(ö$
A_}kô
$
A
¬:*
®uµ Z
¬:*
®
. Onderstel nu Z ¬8* ®2µ t . Neem dan Ä Ê 9Ñ à ÁEá .
Voor elke 7ÊÌ9 zo dat 7Ł; Ä geldt: Z
O
"
A_}ô
(ã$
A/}kô
$
A
¬:*
®Çµ
7
t
Ã
U
Ä . Bijgevolg hebben we dat

Ì
A/}o
Z
O
"
A/}kô
(ö$
A_}kô
$
A
¬:*
®_µ t¡µÌZ
¬:*
®
. Stel ten slotte dat Z ¬8* ®µ Æ  . Neem dan Ä Ê¸9&Ñ à ÁEá .
Voor elke 7 Êº9 zo dat 7ê; Ä geldt: Z
O
"
A_}kô
(ã$
A_}kô
$
A
¬8*
®µ
Æ¬e7
t
Ã
®
QÆ
Ä . Bijgevolg hebben we dat

Ì
A/}o
Z
O
"
A/}kô
(ö$
A_}kô
$
A
¬:*
®Öµ
Æ
ﬁµÐZ
¬8*
®
. Dit toont het eerste gedeelte aan.
Als Z begrensd is, laat dan q µ Ì ÍEÎ%Z en q µ×·o¸Q¹¿Z . Dan is uiteraard Z O>ôF¬XÀ q Â qRÄ ®µ ( . Wanneer q Q q ,
dan convergeert ¬ Z W $ WE$
A
Ø
7KÊ|9
® uniform op ( naar Z . Als q µ q , dan is Zµ q ç 9 een constante ree¨elwaardige
afbeelding op ( . Bijgevolg is Z een strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeelding op ( .
Stel omgekeerd dat Z een begrensde (!ÆÐ -afbeelding is, die de uniforme limiet van een rij strikt d -
snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen ¬ Z
A
Ø
7KÊ|9
® op ( is. Neem twee ree¨le getallen  en b zo dat QFb .
Neem þ U Á zo dat þ Q{z O
m
ï
. Dan is er een eenvoudige (ÇÆg -afbeelding ÷ die strikt d -snedemeetbaar is zo
dat ·o¸Q¹ 3»%9 Ø ÷ ¬8* ® Æ Z ¬8* ® Ø Q þ . Hieruit volgt dat Z Æ þ Q ÷ Q ZÑt þ op ( . Als gevolg hiervan is
àﬂZRU
b áª
à ÷ U
býÆ
þ
áª
àﬂZRU
býÆ=
þ
á ª
àﬂZU
CácÂ
waarbij à ÷PU býÆ þ áÊd . Bijgevolg is Z d -bovenmeetbaar.
Stel ª is een begrensde positieve vertrouwensmaat op d . Onderstel voorts dat Z ,C(	ÆÊ de uniforme limiet
is van een rij ¬ Z
A
Ø
7`Êx9
® strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen op ( . In dit geval vinden we voor
elke þ U Á een natuurlijk getal V zo dat voor elke 7];NV :
Z
A
Æ
þ
Q
Z
Q
Z
A
t
þ
Wegens (1.31) geldt voor elke 7 ;ÌV : ¬HA ® I À Z
A
Æ
þ
Ä
D
ª
µ
¬5A
®
I
Z
A
D
ªuÆ
þ
ªÖ¬#(
® en ¬5A ® I À Z
A
t
þ
Ä
D
ª
µ
¬5A
®
I
Z
A
D
ª
t
þ
ªÖ¬#(
®
. Dit impliceert voor elke 7y;NV :
¬HA
®
B
Z
A
D
ªxÆ
þ
ªÖ¬#(
®
ä¬5A
®
B
ZED
ªKä ¬5A
®
B
Z
A
D
ª
t
þ
ªÖ¬#(
®z½
Bijgevolg is ¬HA ®JIÑZED ª µ  ÌC
A/}o
¬5A
®JIÊZ
A
D
ª .
Het laatste deelresultaat van de bovenstaande propositie kan aangetoond worden met Greco’s gedomi-
neerde convergentiestelling voor de Choquet-integraal, waarbij uitgegaan wordt van uniforme convergentie
(zie ook [Gre82, Den94]).
Translaties en positieve veelvouden van afbeeldingen van d -bovenmeetbare afbeeldingen zijn eveneens
d -bovenmeetbaar. Voorts wordt de meetbaarheidseigenschap (1.35) ook overgedragen op het minimum en het
maximum van een d -bovenmeetbare afbeelding met een ree¨el getal.
PROPOSITIE 1.81 ([Gre81]). Stel d is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( zo dat » Ê d en
(&Êd . Als Z een d -bovenmeetbare (æÆ  -afbeelding is, dan hebben we:
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.pZXt
D ,
Z
§ D en
Z
© D zijn d -bovenmeetbare afbeeldingen voor DÊR ;
.
D
Z is d -bovenmeetbaar voor D U Á ;
.
D
Z is d -ondermeetbaar voor DRQ}Á .
Een veralgemening van deze resultaten naar ª -bovenmeetbare afbeeldingen kan gevonden worden in
[Den94]. In [Gre81] bepaalt Greco de volgende voldoende voorwaarde voor het d -bovenmeetbaar zijn van
de som van d -bovenmeetbare afbeeldingen.
PROPOSITIE 1.82. Stel d is een begrensde tralie van deelverzamelingen van ( . Als Z en ¬ onderbegrensde,
d -bovenmeetbare ( Æg -afbeeldingen zijn, dan is Z­t ¬ ook een onderbegrensde, d -bovenmeetbare ( Æg -
afbeelding.
OPMERKING 1.83. Wanneer d een Ë -algebra is blijft het voorgaande resultaat zonder meer gelden wanneer de
gegeven afbeeldingen niet noodzakelijk onderbegrensd zijn [Hal74, Den94].
0
Wanneer d de nodige structuurkenmerken heeft, dan zijn het puntsgewijs minimum en maximum van twee
d -bovenmeetbare afbeeldingen ook d -bovenmeetbaar.
PROPOSITIE 1.84. Stel dat d een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( is zo dat » Êbd en ([Êbd .
Laat Z en ¬+d -bovenmeetbare (uÆ  -afbeeldingen zijn.
. Als d gesloten is voor eindige unies, dan is Z © ¬ ook een d -bovenmeetbare (}Æ  -afbeelding.
. Als d gesloten is voor eindige doorsneden, dan is Z § ¬ ook een d -bovenmeetbare (æÆ  -afbeelding.
BEWIJS. Neem twee ree¨le getallen  en b zo dat xQTb . Wegens de d -bovenmeetbaarheid van Z en ¬ bestaan
er elementen ² en ¹ van d zo dat àZRU b áªÇ²¼ª àZU Cá en à ¬ U b áªb¹êª à ¬ U Cá .
Als d gesloten is voor eindige unies, dan is ²Ð |¹ Êd , en hebben we:
àZ
©
¬
U
b á
µ!àZU
b á3 
à
¬
U
bFá ª}²Ð ¹Åª
àﬂZU
Cá3 
à
¬
U
Tá
µàﬂZ
©
¬
U
Cá
½
Hieruit volgt dat Z © ¬íd -bovenmeetbaar is.
Als d gesloten is voor eindige doorsneden, dan is ²¹ Ê|d , en hebben we:
àZ
§
¬
U
b á
µ!àZU
b á3
à
¬
U
bFá ª}²Ð¹Åª
àﬂZU
Cá3
à
¬
U
Tá
µàﬂZ
§
¬
U
Cá
½
Hieruit volgt dat Z § ¬íd -bovenmeetbaar is.
Laten we nog de notaties invoeren voor een aantal klassen van afbeeldingen.
DEFINITIE 1.85. Stel d is een klasse van deelverzamelingen van ( zo dat » Êd en (&Êd .
.
 
º
¬#(ÂØd
® is de klasse van alle begrensde, ree¨elwaardige, d -bovenmeetbare afbeeldingen op ( .
.
 !|m¬5(ÂØd
® is de klasse van alle begrensde, ree¨elwaardige, d -ondermeetbare afbeeldingen op ( .
.
 ¬5(ÂØd
® is de klasse van alle begrensde, ree¨elwaardige, d -meetbare afbeeldingen op ( .
Met de voorgaande resultaten kunnen we de volgende structuurkenmerken afleiden voor deze klassen van
afbeeldingen.
PROPOSITIE 1.86. Stel d is een begrensde tralie van deelverzamelingen van ( . Dan zijn   º ¬5(ÂØd ® en  "|p¬#(ÂØd ®
convexe kegels die gesloten zijn in de supremumnormtopologie. De klasse  b¬#(Â8d ®µ   º ¬5(ÂØd ® } !|p¬5(ÂØd ® is
een ree¨le Banach-ruimte in de supremumnormtopologie. Als d een veld op ( is, dan is  b¬#(ÂØd ®Öµ   º ¬5(ÂØd ®¶µ
 "|m¬#(ÂØd
®
.
BEWIJS. Uit proposities 1.81 en 1.82 volgt dat   º ¬#(Â8d ® een convexe kegel is. Uit opmerking 1.79 volgt dat
 
º
¬#(Â8d
® gesloten is voor de supremumnormtopologie. Omdat bij definitie   | ¬5(ÂØd ®ýµàZ Ø Æ Z Ê}  º ¬5(ÂØd ® á
vinden we vervolgens ook de gestelde eigenschappen van  "|m¬#(Â8d ® . Bij definitie is  b¬#(Â8d ®vµ   º ¬#(Â8d ® 
 "|m¬#(ÂØd
®
. Dit impliceert: Z Ê~ ¬5(ÂØd ® als alleen als Æ Z Ê4 ¬5(ÂØd ® , waaruit de eigenschappen van  b¬#(Â8d ®
onmiddellijk volgen. De gelijkheid van de drie klassen van afbeeldingen volgt uit opmerking 1.78
1.5.5. Eigenschappen van de Choquet-integraal. We overlopen de belangrijkste eigenschappen van de
Choquet-integraal. Een uitvoeriger behandeling kan gevonden worden in [Den94, Pap95]. In het onderstaande
overzicht beperken we ons tot Choquet-integralen die via een positieve vertrouwensmaat op de machtklasse van
een niet-lege verzameling ingevoerd zijn. We maken voorts de stilzwijgende afspraak dat de eigenschappen
gelden voor zover de er in optredende Choquet-integralen gedefinieerd zijn.
PROPOSITIE 1.87 ([Den94]). Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® . Laat Z en ¬ twee (Æ  -
afbeeldingen zijn, en laat ¯gÊ`¾¿¬5( ® , dan:
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¬Kbò
ô
®
¬HA
® I
çk«
D
ª
µ
ªÖ¬¯
® ;
¬Kbò
ï
®
¬HA
®JI
D
ZED
ª
µ
D¬HA
®JIÊZED
ª voor DR; Á [POSITIEVE HOMOGENITEIT];
¬Kbò
u
® als Z äp¬ , dan ¬5A ®JIÑZED ªKä¬5A ®JI ¬ D ª [MONOTONICITEIT];
¬Kbò
a
® als ª begrensd is, dan is ¬5A ®JI ¬XÆ ZL®D ª µ Æ¬HA ®JIÑZED ª , waarbij ª de toegevoegde van ª is [ASYMME-
TRIE].
Choquet-integralen zijn additief voor zover de betrokken afbeeldingen ree¨elwaardig en comonotoon zijn.
PROPOSITIE 1.88 ([Den94]). Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® . Als Z en ¬ comonotone (	ÆÊ -
afbeeldingen zijn, dan
¬LKbò
U
®
¬5A
®JI
À
ZXt
¬AÄ
D
ª
µ
¬HA
®JIÊZED
ª
t
¬HA
®JI
¬
D
ª [COMONOTONE ADDITIVITEIT].
VOORBEELD 1.89. Stel ª is een begrensde positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® . Met voorbeeld 1.75, proposi-
tie 1.87 en de bovenstaande eigenschap vinden we voor een (}Æ -afbeelding Z :
.
¬5A
®JIÊZED
ª
µ
¬HA
®JIÊZ
}
D
ªÆÇ¬HA
®JIÑZ
O
D
ª ;
.
¬5A
® I
À
ZXt
cÄ
D
ª
µ
¬5A
® I ZED
ª
t
cªÖ¬5(
® waarbij _Êx .
\
Eigenschappen ¬LKbò
u
® en ¬LKbò
U
®
zijn in feite nodige en voldoende voorwaarden voor het representeren
van een ree¨elwaardige functionaal als een Choquet-integraal [Gre82, Sch86, Den94]. Dit wordt onder meer
bevestigd door een resultaat dat in [Den94] als ‘Schmeidler’s Representation Theorem’ [Sch86] aangegeven
wordt.
STELLING 1.90 ([Sch86]). Stel  is een ree¨elwaardige functionaal op  ¬5(ÂF ® waarbij  een veld op ( is.
Onderstel dat voor ¬ Z ÂØ¬ ® Ê ¬5(ÂF ® ï de functionaal  voldoet aan:
1. ¶¬D ZL®¶µ DCý¬ ZL® voor alle D U Á ;
2. als Z äq¬ , dan ý¬ ZL® äKý¬¬ ® ;
3. ¶¬ ZÑt ¬ ®Öµ ¶¬ ZL®Ht ý¬¬ ® wanneer Z en ¬ comonotoon zijn.
Laat ¿¬¯ ®µ ¶¬ç« ® voor alle ¯+ÊN . Dan is  een begrensde positieve vertrouwensmaat op  en  is de
Choquet-integraal met betrekking tot  , dit wil zeggen:
ý¬
ZL®Öµ
¬HA
®
B
ZED
ÂÉ
Z
Ê} ¬5(ÂF
®O½
Door gebruik te maken van propositie 1.80 kan de bovenstaande versie van Schmeidlers representatiestel-
ling veralgemeend worden naar ree¨elwaardige functionalen op   º ¬#(Â8d ® , waarbij d een willekeurige klasse
van deelverzamelingen van ( is zo dat » Ê|d en (&Ê|d .
STELLING 1.91. Stel d is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van ( zo dat » Êxd en ( Êxd . Stel  is
een ree¨elwaardige functionaal op   º ¬5(ÂØd ® . Onderstel dat voor ¬ Z Â8¬ ® Ê.  º ¬5(ÂØd ® ï de functionaal  voldoet
aan:
1. ¶¬D ZL®¶µ DCý¬ ZL® voor alle D U Á ;
2. als Z äq¬ , dan ý¬ ZL® äKý¬¬ ® ;
3. ¶¬ ZÑt ¬ ®Öµ ¶¬ ZL®Ht ý¬¬ ® wanneer Z en ¬ comonotoon zijn en ZÑt ¬_Ê  º ¬5(ÂØd ® .
Laat ¿¬² ®µ ¶¬´ç ¼ ® voor alle ² Êbd . Dan is  een begrensde positieve vertrouwensmaat op d en  is de
Choquet-integraal met betrekking tot  , dit wil zeggen:
¶¬
ZL®Öµ
¬HA
®CB ZED
¿ÂÉ
Z
Ê 
º
¬5(ÂØd
®O½
BEWIJS. Uit onderstellingen 1 en 2 volgt dat  een positieve vertrouwensmaat is op d , die begrensd is omdat
 ree¨elwaardig is. Wegens onderstelling 3 hebben we verder dat
ý¬
ZÑt
Aç
9
®Öµ
ý¬
ZL®Ht
S¿¬5(
® (1.38)
voor alle Z Ê}  º ¬#(ÂØd ® en _Êx .
Laten we eerst voor een strikt d -snedemeetbare eenvoudige afbeelding Z op ( aantonen dat ý¬ ZL®`µ
¬5A
®
I
ZED
 . De afbeelding Z is van de vorm:
Zxµ
A
)
2B
ô
î2ç
Z
Y
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waarbij 7`Êx9¶Ñ à ÁEá , à ñ¯2 Øﬂ5 Ê à ÃNÂ ½n½R½ Â87¿ácáªqd zo dat » åµ ñ
ô
¶
½n½R½
¶ ñ
A
µ
( , en à î/2 Øﬂ5 Ê à ÃNÂ ½R½R½ ÂF7¿áNáªp
zo dat î/2 U Á voor 5 åµ 7 .
Omdat  w
2B
ô
î/2ç Z Y en î
w
}kô
ç Z
x
s
³
comonotone elementen van   º ¬5(ÂØd ® zijn voor alle Ä Ê à ÃcÂ ½R½n½ Â87Æ
Ããá , vinden we iteratief dat
¶¬
ZL®Öµ
A
)
2B
ô
î 2 ¿¬jñ 2
®Öµ
¬5A
® B ZED

½
Wegens propositie 1.80 is een afbeelding Z Êd  º ¬#(Â8d ® de uniforme limiet van een rij ¬ Z
A
Ø
7ÊÐ9
® strikt
d -snedemeetbare eenvoudige afbeeldingen op ( zo dat
¬5A
® B ZED

µ

ÌC
A/}s
¬5A
® B Z
A
D

½
Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we onderstellen dat
Z
Æ
Ã
7
t
Ã
Q
Z
A
Q
ZXt
Ã
7
t
Ã
Â É)78Êx9
½
Wegens onderstelling 2 en (1.38) volgt hieruit dat
¶¬
ZL®
Æ
Ã
7
t
Ã
¿¬5(
®
äGý¬
Z
A
®Öµ
¬5A
®?B Z
A
D
0äe¶¬
ZL®st
Ã
7
t
Ã
(¬#(
®
Â É%78ÊR9
½
Bijgevolg is ý¬ ZL®Öµ ¬HA ® I ZED  .
OPMERKING 1.92.
Æ Wegens propositie 1.86 volgt stelling 1.90 uit stelling 1.91 wanneer de klasse van de meetbare verzamelin-
gen d een veld op ( is. Op deze manier is een alternatief bewijs voor stelling 1.90 geleverd.
Æ Zoals Denneberg in [Den94] opmerkt kan de eerste voorwaarde zonder meer weggelaten worden. Een
ree¨elwaardige functionaal <,  º ¬5(ÂØd ® È , die monotoon en comonotoon additief is, is automatisch
positief homogeen. 0
Een door Greco in 1982 aangetoonde representatiestelling [Gre82, Den94] veralgemeent stelling 1.91 naar
functionalen op klassen van ree¨elwaardige afbeeldingen.
Een welgekend resultaat, dat in de literatuur ook wel ‘Subadditivity Theorem’ genoemd wordt, zegt dat
Choquet-integralen sublineair zijn wanneer ze geassocieerd zijn met een positieve submodulaire vertrouwens-
maat. In [Den94] wordt dit resultaat aangetoond voor (`Æ  -afbeeldingen die in verdeling niet de waarde Æ 
aannemen. Voor het invoeren van deze notie beperken we ons tot strikt snedemeetbare afbeeldingen.
DEFINITIE 1.93 ([Den94]). Stel ª is een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege klasse d van deelverza-
melingen van een niet-lege verzameling ( zo dat » Ê:d en (Ê:d . Stel Z is een strikt d -snedemeetbare
(æÆ  -afbeelding.
. De afbeelding Z wordt ª -essentieel U Æ  genoemd als

ÌC
±
 µO¯
@

$ Y¬
§®ýµ
ªÖ¬#(
®O½
. De afbeelding Z wordt ª -essentieel Q t genoemd als

ÌC
±
 s}s
@

$ Y¬
§ﬃ®¶µ
Á
½
OPMERKING 1.94. Een begrensde, strikt d -snedemeetbare ( ÆN -afbeelding Z is natuurlijk ª -essentieel U
Æ
 en ª -essentieel Q t .
0
Met voorgaande noties kunnen we nu de sublineariteitsstelling formuleren.
STELLING 1.95 ([Den94]). Stel ª is een submodulaire positieve vertrouwensmaat op ¾(¬#( ® . Laat Z en ¬ twee
(æÆ  -afbeeldingen zijn. Als Z en ¬bª -essentieel U Æ  zijn of ª ondercontinu is, dan
¬5A
®
B
À
ZÑt
¬AÄ
D
ª`ä¬5A
®
B
ZED
ª
t
¬HA
®
B
¬
D
ª(Â (1.39)
voor zover ZXt ¬ gedefinieerd is op ( en de integralen en de som in het rechterlid van (1.39) bestaan.
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Met de asymmetrie-eigenschap ¬LKbò
a
® in propositie 1.87 kan deze sublineariteitsstelling eenvoudigweg
omgezet worden in een ‘superlineariteitsstelling’. Uit de combinatie van beide stellingen ontstaat dan een ‘li-
neariteitsstelling’. Denneberg spreekt van ‘Additivity Theorem’, dat hij formuleert voor positieve additieve
vertrouwensmaten ª op een begrensde tralie van verzamelingen d . Het door hem daartoe aangevoerde argu-
ment dat positieve additieve vertrouwensmaten op d modulair zijn en vice versa is niet correct, zoals onder
meer uit voorbeeld 1.70 blijkt. Voor het omzeilen van deze hinderpaal kunnen we langs elk van de volgende
twee wegen gaan. Voorbeeld 1.71 geeft een eerste mogelijkheid aan, namelijk de beperking van de stelling
tot positieve additieve vertrouwensmaten ª op een veld d . Als alternatief kunnen we de stelling ook formule-
ren voor positieve modulaire vertrouwensmaten ª op een begrensde tralie van verzamelingen d . In dat geval
kunnen we echter beter spreken van een ‘modulariteitsstelling’.
1.5.6. De Choquet-integraal met betrekking tot genormeerde possibiliteitsmaten. Stel Ò is een ruim
veld op ( , en laat ³ een genormeerde ¬XÀ ÁQÂRÃRÄÂnä ® -waardige possibiliteitsmaat op ¬#(ÂØÒ ® zijn, die ° als verdeling
heeft. Stel dat Z een (&Æ  -afbeelding is, waarvan de (strikte) snedeverzamelingen Ò -meetbaar zijn. Dit is
uiteraard equivalent met het constant zijn van Z op de atomen van Ò . De dalende verdelingsfunctie van Z met
betrekking tot ³ is dan gegeven door:
@
ﬁ
$ YT¬
§®¶µ
³¬
à
*
Ø
*ÇÊ7( en Z ¬8* ®#UÇ§ á ® Â É § Ê  ½
De pseudo-inverse
X
@
ﬁ
$ Y van @ ﬁ $ Y is als volgt bepaald:
X
@
ﬁ
$ Y ¬´î
®ÖµÛ·X¸T¹Làn§
Ø
§
Ê6À
ÌIÍEÎGZ
Â
·o¸Q¹¿Z
Ä en @ ﬁ $ Y ¬ §ﬃ®U îáAÂ ÉîÊ2À ÁTÂRÃRÄ ½
Merk op: als § Ê À ÌIÍEÎGZ Â ·o¸Q¹¿Z Ä en î×Ê À ÁTÂRÃOÄ , dan ³¬ à * Ø *ÇÊ7( en Z ¬8* ®#U}§ á ®¨U î als en alleen als
·o¸Q¹LàﬂZ
¬:*
®
Ø
*}Ê=( en °Ö¬8* ®
U îCá U}§ . Hieruit volgt dat
X
@
ﬁ
$ Y
¬´î
®ÖµÛ·o¸Q¹LàZ
¬8*
®
Ø
* Ê( en °Ö¬:* ®U îácÂÉﬃîÊ2À ÁTÂRÃOÄ ½
Wanneer de Choquet-integraal van Z met betrekking tot ³ gedefinieerd is, dan is deze wegens (1.28)
gegeven door:
¬5A
®
B
ZED
³
µ
B
ô

·X¸Q¹>àﬂZ
¬8*
®
Ø
* Ê7( en °Ö¬8* ®U îCá d î
µ
B
ô

·X¸Q¹>àﬂZ
¬8*
®
Ø
* Ê7( en °Ö¬8* ® ;}îCá d î ½ (1.40)
De tweede gelijkheid geldt omdat de twee integranda alleen in een ten hoogste aftelbaar aantal elementen van
À ÁQÂRÃRÄ kunnen verschillen, namelijk in hun discontinuı¨teitspunten.
Als Ë de aan ³ toegevoegde necessiteitsmaat is op Ò met ß µ ÃÆ° als verdeling, dan volgt uit eigenschap
¬Kbò
a
® in propositie 1.87 dat
¬5A
®CB ZED
Ë
µFB
ô

ÌIÍEÎnàﬂZ
¬8*
®
Ø
* Ê7( en ßL¬8* ® Q}îá d î
µ
B
ô

ÌIÍEÎnàﬂZ
¬8*
®
Ø
* Ê7( en ßL¬8* ® ä}îá d îﬃÂ (1.41)
voor zover de Choquet-integraal van Z met betrekking tot Ë gedefinieerd is. Andere bewijzen van formules
(1.40) en (1.41) kunnen gevonden worden in [Wal96, Wal97, Coo98b, Coo98c].
1.5.7. De transformatieregel. We geven in deze paragraaf aan hoe positieve vertrouwensmaten en de
door hun bepaalde Choquet-integralen via een afbeelding van een gegeven universum naar een ander univer-
sum overgezet kunnen worden (zie hiervoor ook propositie 5.1(vii) in [Den94]). We beperken ons hierbij tot
begrensde positieve vertrouwensmaten.
Stel È is een afbeelding van ( naar een niet-lege verzameling  . Laat ª een begrensde, positieve vertrou-
wensmaat op een niet-lege klasse d van deelverzamelingen van ( zijn zo dat » ÊRd en (!ÊRd . Dan kan ª via
È getransformeerd worden tot een positieve vertrouwensmaat ª

op de klasse
d"
µgà
²
Ø
²×Ê8¾(¬5
® en È OLô ¬² ® Ê|d;ácÂ
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die gegeven is door
ªT¬²
®¶µ
ªÖ¬È
OLô
¬´²
®o®
ÂÉL²Ê|d"
½
Stel ¬ is een ÛÆ  -afbeelding. Als ¬ een strikt d

-snedemeetbare afbeelding is, dan is ¬rßbÈ een strikt d -
snedemeetbare afbeelding. Dit volgt immers uit de gelijkheid à * Ø *ÇÊ7( en ¬bßÈk¬8* ®#UÇ§ á µ ÈHOLôd¬ à Ë Ø
Ë`Ê= en ¬L¬zË ®#UÇ§ á ® voor elk element § Ê  . Hierdoor krijgen we voor elke § Ê  :
@

$


¬
§ﬃ®¶µ
ªÖ¬
à
*
Ø
* Ê( en ¬bßÈk¬8* ®#UÇ§ á ®
µ
ªÖ¬jÈ
O>ô
¬
à
Ë
Ø
ËKÊ7 en ¬L¬zË ®#UÇ§ á ®X®
µ
ªC¬
à
Ë
Ø
Ë8Ê. en ¬L¬zË ®#UÇ§ á ®
µ
@


$

¬
§ﬃ®z½
Met de gelijkheid @  
$

µ
@

$


en (1.23) vinden we de gelijkheid
¬HA
®CB
¬
D
ª 
µ
¬5A
®CB
¬¬bßÈ
®-D
ª(Â
voor zover de Choquet-integralen van ¬ en ¬bßÈ gedefinieerd zijn.
1.5.8. Het begrip ‘essentieel supremum’. Onderstel dat ª een positieve vertrouwensmaat op de macht-
klasse van een niet-lege verzameling ( is. Het ª -essentieel supremum [ ª -ESSENTIAL SUPREMUM] van een
afbeelding Z ,?(NÈ  wordt door Denneberg [Den94] gedefinieerd als
Ø Ø
Z
Ø Ø

$
}s
µ ·o¸Q¹
t
Áã&

"
9
(
X
@

$ﬃŁ YSŁ
¬
Â
®O½ (1.42)
De afbeelding Z noemt hij verder ª -essentieel begrensd [ ª -ESSENTIALLY BOUNDED] als ØIØ Z ØIØ  $
}s
Q
t
.
Hierbij aansluitend voert Denneberg nulfuncties en nulverzamelingen voor positieve vertrouwensmaten
als volgt in. Stel dat d een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling ( is zo dat
»
Êqd en (×Êqd . Onderstel dat ª een positieve vertrouwensmaat op d is. Een afbeelding Z ,>( È  wordt
een ª -nulfunctie [ ª -NULLFUNCTION] genoemd als het ª6 -essentieel supremum van Z gelijk is aan nul, i.e.
ØIØ
Z
ØIØ

_
$
}o
µ
Á . Omdat ª
6
äª6 hebben we voor een ª -nulfunctie Z ,>( È  dat Ø Z Ø een ª -bovenmeetbare
afbeelding is. Een element ¯ﬁÊ ¾(¬#( ® wordt een ª -nulverzameling [ ª -NULLSET] genoemd als ç« een ª -
nulfunctie is.
Het ª -essentieel supremum van een afbeelding kan voorgesteld worden door een Choquet-integraal van
Ø
Z
Ø met betrekking tot het teken van de positieve vertrouwensmaat ª op d . Hiermee wordt de begrensde,
positieve vertrouwensmaat – die Denneberg aanduidt door Ë en meer algemeen door signum ª – op d bedoeld
die gegeven is door
Ë(¬´¯
®
,
µ
é
Á als ªÖ¬¯ ®¶µ Á
Ã als ªÖ¬¯ ® åµ Á
Â ¯Ê|d
½
Hierna maakt Denneberg de volgende bedenkingen:
ÆÌË -meetbaarheid is een zwakkere voorwaarde dan ª -meetbaarheid;
Æ@

$ YC¬
§ﬃ®
U
Á (met § Ê  ) als en alleen als @$ YC¬ §ﬃ®¶µ Ã ;
Æ een afbeelding is een ª -nulfunctie als en alleen als zij een Ë -nulfunctie is;
Æ verder hebben we dat
¬5A
®
B
ZED
Ë
µ ·X¸T¹
t
Áã&

"
9
(
X
@

$ Y
¬
Â
® voor ª -meetbare Z ë
Æ en dus is
Ø Ø
Z
Ø Ø

$
}s
µ
¬HA
®CB
Ø
Z
Ø
D
Ë
µ
ØIØ
Z
ØIØ
_$
}s
½
Deze beweringen gelden echter niet in de volle algemeenheid, waarin ze gesteld zijn.
Laten we ze daarom e´e´n voor e´e´n nagaan uitgaande van de volgende, algemene definitie voor het ‘ ª -
essentieel supremum’ van een afbeelding Z . Tenzij uitdrukkelijk anders vermeld maken we de volgende af-
spraken over de notatie:
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Æ>d is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling ( zo dat » Ê|d en (&Êd ;
Æ ª is een positieve vertrouwensmaat op d zo dat ªÖ¬#( ®#U Á ;
Æ
Z is een (uÆ  -afbeelding.
Voor het invoeren van het ª -essentieel supremum ØIØ Z Ø Ø  $
}s
van Z steunen we op het volgende resultaat.
PROPOSITIE 1.96. Onderstel dat Z een ª -bovenmeetbare (uÆ  -afbeelding is. Voor Z voeren we de volgende
verzamelingen in:   _ µàn§ Ø § Ê  en @  _ $ Y ¬ §®
U ÁQá en   _ µ!àn§ Ø § Ê  en @  _ $ Y ¬ §ﬃ®U Áâá .
Dan hebben we:
·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ Y ¬
Â
®¶µ&·o¸Q¹


_
ë
·o¸Q¹
t
Áã&
 _
"
9
(
X
@
 _
$ Y ¬
Â
®¶µ&·o¸Q¹

 _
ë
en
·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ Y ¬
Â
®¶µ ·o¸Q¹
t
Áã&
 _
"
9
(
X
@
 _
$ Y ¬
Â
®z½
BEWIJS. Omdat ()Ê d , hebben we dat ª 6 ¬5( ®æµ ª
6
¬5(
®}µ
ªÖ¬#(
®NU
Á . Laten we eerst aantonen dat
·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ YC¬
Â
®_µì·X¸T¹


_
. Wanneer ÌIÍEÎ)Zµ Æ  , dan is ·o¸Q¹   _ ; ÌIÍEÎ)Z . Wanneer Ì ÍEÎGZÅU Æ  ,
dan is @  _ $ Y ¬ §ﬃ®µ ª6ã¬5( ®;µ ªÖ¬#( ®ìU Á voor alle § ÊæÀ Æ  Â Ì ÍQÎ)Z À , waardoor eveneens ·X¸T¹   _ ; ÌIÍEÎ)Z . Met
dit resultaat vinden we:
·X¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ Y
¬
Â
®ýµ ·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(u
·o¸Q¹Làn§
Ø
§
Ê  en @  _ $ Y ¬ §ﬃ®U Â á © ÌIÍEÎGZ?
µ ·o¸Q¹Làn§
Ø
§
Ê  en @  _ $ Y ¬ §ﬃ®
U ÁEá © Ì ÍEÎ%Z
µ ·o¸Q¹


_
©
ÌIÍEÎ)Z
µ ·o¸Q¹


_
½
Analoog hebben we:
·X¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@
%_
$ YC¬
Â
®ýµ ·o¸Q¹

%_
½
Wegens ª
6
äæª6 hebben we: als § Ê  zo dat @  _ $ Y ¬ §®U Á , dan is @  _ $ Y ¬ §® ;e@  _ $ Y ¬ §®
U Á . Bijgevolg
is   _ ªp  _ , waardoor ·X¸Q¹   _ ä ·X¸Q¹   _ .
Onderstel uit het ongerijmde dat ·o¸Q¹   _ Q ·o¸Q¹   _ . Dan is er een element § Ê  zo dat @  _ $ Y ¬ §®¿U Á
en ·X¸T¹   _ Q § . Omdat Z bij onderstelling een ª -bovenmeetbare afbeelding is, bestaat er een element `6Ê
Ä
·o¸Q¹


_
Â
§
Ä zo dat @  _ $ Y ¬#` ®Öµ @  _ $ Y ¬#` ® ;G@  _ $ Y ¬ §®U Á . Als gevolg hiervan is `ÊR  _ . Dit impliceert dat
·o¸Q¹


_
;a` , wat een strijdigheid oplevert met `xÊ{Ä ·o¸Q¹   _ Â § Ä . Dit betekent dat ·o¸Q¹   _ µ·o¸Q¹   _ . Met
de voorgaande resultaten vinden we dus: ·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ Y
¬
Â
®¶µÛ·X¸Q¹
O
Áã&
%_
"
9
(
X
@

_
$ Y
¬
Â
®
.
Voor een ( Æ  -afbeelding Z zo dat Ø Z Ø een ª -bovenmeetbare afbeelding is hebben we wegens de voor-
gaande propositie en (1.42) dat
Ø Ø
Z
Ø Ø

_
$
}s
µ ·o¸Q¹
t
Áã&

_
"
9
(
X
@

_
$ﬃŁ YŁ
¬
Â
®¶µ ·o¸Q¹
t
Áã&
%_
"
9
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X
@

_
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¬
Â
®¶µ
ØIØ
Z
Ø Ø

_
$
}s
½
We gebruiken nu deze waarde om het ª -essentieel supremum Ø Ø Z ØIØ  $
}s
van Z te definie¨ren.
DEFINITIE 1.97. Laat ª een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege klasse d van deelverzamelingen van
een niet-lege verzameling ( zijn zo dat » Êxd en (!Êxd . Onderstel voorts dat ªÖ¬#( ®4U Á . Onderstel dat Z een
( Æ  -afbeelding is waarvoor Ø Z Ø een ª -bovenmeetbare afbeelding is. Het ª -essentieel supremum Ø Ø Z Ø Ø  $
}s
van Z is gegeven door
Ø Ø
Z
ØIØ

$
}s
µ
Ø Ø
Z
Ø Ø

_
$
}s
µ
ØIØ
Z
ØIØ

_
$
}s
½
De klasse van de ª -Jordan-meetbare verzamelingen is gegeven door


µ!à
²
Ø
²×ÊK¾(¬#(
® en ª
6
¬´²
®¶µ
ª
6
¬´²
®
á
½
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We zullen voorts de volgende positieve vertrouwensmaten gebruiken: Ë µ signum ª , Ë µ signum ª6 en
Ë
µ signum ª
6
.
Bij definitie zijn Ë , Ë en Ë positieve vertrouwensmaten die alleen waarden uit à ÁQÂRÃNá kunnen aannemen.
In » nemen ze alle de waarde Á aan omdat ªÖ¬ »c®9µ ª6ã¬ »N®9µ ª
6
¬
»N®µ
Á . In ( nemen ze alle de waarde Ã aan
omdat bij onderstelling (&Êd en ªÖ¬#( ®Öµ ª 6 ¬5( ®¶µ ª
6
¬5(
®#U
Á .
We kunnen ten slotte ook de grootste en de kleinste monotone extensie van Ë beschouwen. Voor een
element ²×Ê8¾(¬#( ® hebben we dan:
Ë
6
¬²
®¶µ ÌIÍEÎnà
Ë(¬´¯
®
Ø
²¼ª ¯ en ¯gÊd;ácë
Ë
6
¬²
®¶µ ·o¸Q¹Là
Ë(¬´¯
®
Ø
¯:ªÇ² en ¯gÊd;á ½
Merk op: Ë6N¬ »N®bµ Ë
6
¬
»N®bµ
Ë(¬
»N®bµ
Á en Ë6c¬#( ®bµ Ë
6
¬#(
®bµ
Ë(¬#(
®~µ
Ã . Omdat zowel Ë6 als Ë
6
monotoon
zijn, nemen Ë 6 en Ë
6
alleen waarden uit À ÁQÂnÃOÄ aan. In feite geldt ook het volgende, algemenere resultaat.
PROPOSITIE 1.98. Ë6 en Ë
6
nemen alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aan. In het bijzonder hebben we: Ë6c¬ »c®xµ
Ë
6
¬
»N®Öµ
Ë(¬
»N®¶µ
Á en Ë6c¬#( ®Öµ Ë
6
¬#(
®ýµ
Ë(¬5(
®¶µ
Ã .
BEWIJS. We tonen eerst aan dat Ë
6
alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aanneemt. Neem een element ² Ê`¾¿¬5( ® . Dan is
»
Ê
à
¯
Ø
¯Ê|d en ¯¸ª ²á . Verder hebben we:
Ë
6
¬´²
®#U
Á~ð
·o¸Q¹Là
Ë(¬´¯
®
Ø
¯¸ª ² en ¯gÊdá U Á
ð)¬5E¯Ê|d
®
¬¯:ª ² en Ë(¬´¯ ®U Á ®
ð)¬5E¯Ê|d
®
¬¯:ª ² en Ë(¬´¯ ®¶µ Ã ®
ðTË
6
¬²
®¶µ
ÃNÂ
omdat Ë alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aanneemt.
We tonen aan dat Ë6 alleen waarden uit à ÁTÂRÃNá aanneemt. Neem een element ² ÊK¾(¬#( ® . Dan is ( Ê à ¯ Ø
¯Ê|d en ²¼ªÇ¯á . Verder hebben we:
Ë
6
¬´²
®
Q Ã;ð
ÌIÍEÎRà
Ë(¬´¯
®
Ø
²¼ªÇ¯ en ¯Êd9á Q&Ã
ð)¬#Q¯gÊd
®
¬´²<ª ¯ en Ë(¬¯ ® Q&Ã ®
ð)¬#Q¯gÊd
®
¬´²<ª ¯ en Ë(¬¯ ®µ Á ®
ðTË
6
¬´²
®Öµ
ÁQÂ
omdat Ë alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aanneemt.
De laatste bewering werd reeds aangegeven in de aan de propositie voorafgaande tekst.
De positieve vertrouwensmaten Ë , Ë , Ë6 en Ë
6
hebben verder de volgende eigenschappen.
PROPOSITIE 1.99.
1. Ë
6
µ
Ë ä Ë`äbË6 .
2. Ë Ø c µ Ë Ø ' .
3. Als d gesloten is voor aftelbare doorsneden, dan is Ë µ Ë6 .
4. Als d gesloten is voor aftelbare doorsneden, dan is Ë
6
Ø '
µ
Ë
Ø '
µ
Ë
Ø c
µ
Ë
6
Ø '
.
BEWIJS. We beginnen met het bewijs van het eerste resultaat. Voor het aantonen van de gelijkheid Ë
6
µ
Ë is
het voldoende aan te tonen dat de equivalentie Ë
6
¬²
®;µ
Ã~ð Ë ¬²
®;µ
Ã geldt voor alle ² Êu¾(¬#( ® . Dit volgt
onmiddellijk uit de eigenschap dat Ë
6
en Ë alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá kunnen aannemen. Neem een element
² uit ¾(¬#( ® . Onderstel dat Ë
6
¬´²
®xµ
Ã . Dan is er een element ¯Ê[d zo dat ¯Łª+² en Ë(¬´¯ ®xµ Ã . Dit
impliceert dat ªÖ¬´¯ ®U Á , waardoor ª
6
¬´²
®
;Çª
6
¬´¯
®¶µ
ªÖ¬¯
®U
Á . Bijgevolg is Ë ¬´² ®¶µ Ã . Stel omgekeerd dat
Ë ¬´²
®;µ
Ã . Omdat bij definitie Ë µ signum ª
6
volgt hieruit dat ª
6
¬´²
®ìU
Á . Er moet dus een element ¯×Êd
bestaan zo dat ¯ ª² en ªÖ¬¯ ® U Á . Hieruit volgt dat Ë(¬¯ ®bµ Ã . Omdat ¯ Êd zo dat ¯ ª!² , hebben we:
Ë
6
¬²
®ÖµÛ·o¸Q¹Là
Ë(¬z£
®
Ø
£<ª ² en £ Êdá;bË(¬¯ ®¶µ Ã . Bijgevolg is Ë
6
¬´²
®¶µ
Ã .
De ongelijkheid Ë ä Ë volgt onmiddellijk uit de ongelijkheid ª
6
äæª6 .
We moeten dus alleen nog de ongelijkheid Ë6äË6 aantonen. Neem een element ² uit ¾(¬#( ® . In het geval
dat Ë(¬´² ®µ Á geldt de ongelijkheid ËÖ¬´² ® äNË6c¬² ® vanzelfsprekend. Stel daarom dat Ë(¬² ®
U Á . Omdat Ë bij
definitie alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aanneemt, hebben we dat Ë(¬´² ®~µ Ã . Dit impliceert dat ª6ã¬² ®U Á . Laat
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
µêà
¯
Ø
²¼ªÇ¯ en ¯gÊd9á . Dan is ªÖ¬¯ ® U Á voor alle ¯êÊq . Bijgevolg is Ë(¬¯ ®bµ Ã voor alle ¯ Êq .
Bijgevolg is Ë6N¬´² ®ýµ Ã µ Ë(¬´² ® .
Het tweede resultaat volgt onmiddellijk uit de definitie van   .
We gaan verder met het bewijs van het derde resultaat. Wegens het eerste resultaat hoeven we alleen nog
de ongelijkheid Ë6xä Ë aan te tonen. Omdat Ë6 en Ë alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá aannemen, is het voldoende
te bewijzen dat Ë6N¬´² ®µ ÃS Ë(¬´² ®µ Ã wanneer ²ﬂÊ ¾¿¬5( ® . Neem dus een element ²ﬂÊ¾(¬#( ® zo dat
Ë6c¬´²
®µ
Ã . Stel  µà ¯ Ø ²¼ªÇ¯ en ¯Ê|d;á . Merk op: (!Êy . Onderstel uit het ongerijmde dat Ë(¬´² ®µ Á
of equivalent hiermee dat ª 6 ¬´² ®¶µ Á . Voor elk natuurlijk geval 7KÊx9Ñ à ÁEá bestaat er dan een element ¯
A
Êx
zo dat ªÖ¬´¯
A
®
Q
ô
A
. Omdat d bij onderstelling gesloten is voor aftelbare doorsneden is ¯ µ ¾ }s
A
B
ô
¯
A
ÊR zo
dat ªÖ¬¯ ® äªÖ¬¯
A
®
ä
ô
A
voor alle 7ÛÊb9ÇÑ à ÁQá . Hieruit volgt dat ªÖ¬¯ ®~µ Á en Ë(¬¯ ®µ Á . Omdat ²fª¯
krijgen we dat Ë6N¬² ®µ Á , wat een strijdigheid oplevert met Ë6c¬´² ®µ Ã . Dit betekent dat ª6N¬´² ®|U Á en
Ë(¬´²
®¶µ
Ã .
Het vierde resultaat is een direct gevolg van de drie voorgaande resultaten.
Met de voorgaande propositie kunnen we de volgende onderlinge verbanden vinden tussen de dalende
verdelingsfuncties @ %_ $ Y , @ _ $ Y , @ _ $ Y en @  _ $ Y van een afbeelding Z ,>(uÆ  .
PROPOSITIE 1.100. Laat ª een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege klasse d van deelverzamelingen
van een niet-lege verzameling ( zijn zo dat » Ê<d en ( Ê d . Onderstel voorts dat ªÖ¬#( ®gU Á en laat
Ë
µ signum ª . Stel Z is een (æÆ  -afbeelding. Voor een element § Ê  zo dat àﬂZyU}§ áÊ   – dit wil zeggen
dat @  _ $ Y ¬ §ﬃ®¶µ @  _ $ Y ¬ §® – hebben we:
1. @  _ $ Y ¬ §®¶µ @  _ $ Y ¬ §®U Á als en alleen als @  _ $ Y ¬ §®¶µ @  _ $ Y ¬ §®µ Ã ;
2. @ %_ $ YQ¬ §®¶µ @  _ $ YT¬ §®¶µ Á als en alleen als @ _ $ YQ¬ §®¶µ Á ;
3. als d in het bijzonder gesloten is voor aftelbare doorsneden, dan: @ %_ $ YC¬ §ﬃ®µ @  _ $ YT¬ §®~µ Á als en
alleen als @ _ $ YT¬ §®¶µ @ _ $ YT¬ §®¶µ Á .
BEWIJS. Wegens propositie 1.99.1 is Ë µ Ë
6
. Bij definitie neemt Ë µ signum ª
6
alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá
aan. Hieruit halen we: @  _ $ Y ¬ §®¿U Áð@  $ Y ¬ §®µ Ã9ð@  _ $ Y ¬ §®µ Ã , waardoor bijgevolg ook @  _ $ Y ¬ §®ýµ
Áð@

_
$ Y
¬
§ﬃ®µ
Á . Omdat bij onderstelling àﬂZ]U § ávÊ   en Ë
6
äË6 , vinden met de voorgaande resultaten
uitspraken 1 en 2.
We verifie¨ren uitspraak 3. Omdat d bij onderstelling gesloten is voor aftelbare doorsneden en omdat àﬂZRU
§
áxÊ

 , hebben we wegens propositie 1.99.4 dat @ _ $ YC¬ §ﬃ®~µ @ _ $ YT¬ §® . Uitspraak 3 volgt nu onmiddellijk
uit uitspraak 2.
GEVOLG 1.101. Stel Z is een (Æ  -afbeelding. Onderstel dat dÐªÛ¾(¬#( ® gesloten is voor aftelbare doorsneden
zo dat » Ê¸d en (Ê¸d . Laat ª een positieve vertrouwensmaat op d zijn zo dat ªÖ¬#( ®U Á . Stel verder
Ë
µ signum ª .
1. Als Z ª -bovenmeetbaar is, dan is Z Ë -bovenmeetbaar;
2. Als Z ª -ondermeetbaar is, dan is Z Ë -ondermeetbaar;
3. Als Z ª -meetbaar is, dan is Z Ë -meetbaar.
BEWIJS. Dit is een rechtstreeks gevolg van propositie 1.100.
De volgende propositie geeft twee voorwaarden die elk afzonderlijk voldoende zijn voor het voorstel-
len van het ª -essentieel supremum van de afbeelding Z als de Choquet-integraal van Ø Z Ø met betrekking tot
signum ª .
PROPOSITIE 1.102. Laat ª een positieve vertrouwensmaat op een niet-lege klasse d van deelverzamelingen
van een niet-lege verzameling ( zijn zo dat » Êbd en ([ÊNd . Onderstel voorts dat ªÖ¬#( ®ÊU Á . Laat Z een
(æÆ  -afbeelding zijn. Laat ten slotte Ë µ signum ª .
1. Als Ø Z Ø zowel ª -bovenmeetbaar als Ë -bovenmeetbaar is, dan is ØIØ Z Ø Ø  $
}s
µ
¬HA
®JI
Ø
Z
Ø
D
Ë
µ
ØIØ
Z
ØIØ
$
}s
.
2. Onderstel dat d gesloten is voor aftelbare doorsneden. Als Ø Z Ø ª -bovenmeetbaar is, dan is ØIØ Z ØIØ  $
}s
µ
¬5A
®
I
Ø
Z
Ø
D
Ë
µ
Ø Ø
Z
ØIØ
_$
}s
.
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BEWIJS. We tonen eerst het eerste resultaat aan. Stel  µ×à § Ø § Ê  en @  _
$ﬃŁ YŁ
¬
§ﬃ®U
ÁEá . Dan is  µ à § Ø
§
Ê  en @

_
$ﬃŁ YŁ
¬
§ﬃ®¶µ
ÃNá wegens propositie 1.99.1. Omdat Ø Z Ø bij onderstelling ª -bovenmeetbaar is, kunnen
we met definitie 1.97 en propositie 1.96 het ª -essentieel supremum van Z als volgt uitschrijven:
ØIØ
Z
ØIØ

$
}s
µ
ØIØ
Z
ØIØ
%_
$
}o
µ ·o¸Q¹
O
Áã&
 _
"
9
(
X
@
 _
$ﬃŁ YŁ
¬
Â
®ÖµÛ·o¸Q¹

½
Omdat Ø Z Ø tevens Ë -bovenmeetbaar is, is de Choquet-integraal van Ø Z Ø met betrekking tot Ë gegeven door:
¬HA
® B
Ø
Z
Ø
D
Ë
µ
¬5A
® B
Ø
Z
Ø
D
Ë
6
µ B
}s

@

_
$ﬃŁ YŁ
¬
§® d §xµ&·X¸Q¹  ½
Hieruit volgt dat Ø Ø Z Ø Ø  $
}s
µ
¬HA
®
I
Ø
Z
Ø
D
Ë
µ ·o¸Q¹
 .
Omdat de kleinste monotone extensie Ë
6
van Ë alleen waarden uit à ÁQÂnÃãá kan aannemen, is  µà § Ø
§
Ê  en @

_
$ﬃŁ YŁ
¬
§ﬃ®U
ÁQá . Omdat Ø Z Ø bij onderstelling Ë -bovenmeetbaar is, vinden we met definitie 1.97 en
propositie 1.96 dat
ØIØ
Z
ØIØ
$
}s
µ
ØIØ
Z
ØIØ

_
$
}s
µ ·X¸Q¹
O
Áã&>
_
"
9
(
X
@

_
$ﬃŁ YŁ
¬
Â
®¶µ ·o¸Q¹

½
Bijgevolg hebben we dat ØIØ Z ØIØ _$
}s
µ
ØIØ
Z
ØIØ

$
}o
µ
¬5A
® I ZED
Ë .
We gaan verder met het bewijs van het tweede resultaat. Stel Ø Z Ø is ª -bovenmeetbaar. Uit gevolg 1.101
halen we dat Ø Z Ø eveneens Ë -bovenmeetbaar is. Het eerste resultaat kan nu toegepast worden en levert onmid-
dellijk het tweede resultaat op.
OPMERKING 1.103. Onderstel dat d een begrensde tralie van deelverzamelingen van ( is. Als Z een d -
meetbare (Æ  -afbeelding is, dan volgt uit propositie 1.81 dat zowel Z } µ Z © Á als Z O µ ¬mÆ ZL® © Á
d -bovenmeetbaar is. Met propositie 1.82 krijgen we dat Ø Z Ø µfZ } t¸Z O ook d -bovenmeetbaar is. In het
bijzonder is Ø Z Ø dan zowel ª -bovenmeetbaar als Ë -bovenmeetbaar.
0
GEVOLG 1.104. Met de notaties uit propositie 1.102 hebben we de volgende twee resultaten.
1. Als Ø Z Ø zowel ª -bovenmeetbaar als Ë -bovenmeetbaar is, dan is Z een ª -nulfunctie als en alleen als Z
een Ë -nulfunctie is.
2. Stel d is gesloten voor aftelbare doorsneden. Als Ø Z Ø ª -bovenmeetbaar is, dan is Z een ª -nulfunctie als
en alleen als Z een Ë -nulfunctie is.
Wanneer d niet gesloten is voor aftelbare doorsneden, zijn het derde en vierde resultaat in propositie 1.99,
gevolg 1.101 en propositie 1.102.2 niet noodzakelijk waar, zoals uit het volgende tegenvoorbeeld blijkt. In het
bijzonder worden de vijf toegevoegde beweringen van Denneberg (zie pagina 42) door het voorbeeld allemaal
tegengesproken.
VOORBEELD 1.105. Stel ( µ À Æ~ÃcÂRÃOÄ , laat Z de À Æ~ÃNÂRÃRÄQÆ  -afbeelding zijn waarvoor
Z
¬:*
®Öµ
é
Á als * Ê6À Æ~ÃcÂoÁTÀ@ _Ä ÁQÂnÃOÄsë
Ã als * µ Á ½
Onderstel dat d µ à ÄTÆ þ Â þ À Ø þ ÊxÄ ÁQÂRÃAÀHáí  à» Â À Æ~ÃcÂoÁTÀ_ `Ä ÁQÂnÃOÄsÂnÀ Æ~ÃNÂnÃOÄjá . Merk op: d is niet gesloten voor
aftelbare doorsneden. Dit zou immers impliceren dat à ÁQá tot d zou moeten behoren, wat duidelijk niet het
geval is. Laat ª de positieve vertrouwensmaat op d zijn, die gegeven is door
ªÖ¬
»N®Öµ
ÁQë
ªÖ¬ÄCÆ
þ
Â
þ
À
®Öµ
þ voor þ Ê	ÄYÁTÂRÃcÀ ë
ªÖ¬XÀ Æ~ÃNÂŁÁTÀJ Ä ÁQÂRÃRÄ
®Öµ
ÃNë
ªÖ¬XÀ Æ~ÃNÂRÃRÄ
®Öµ
Ã
½
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Merk op: ª is een genormeerde modulaire en bijgevolg additieve positieve vertrouwensmaat op d . Uit de
definitie van ª kunnen we onmiddellijk afleiden dat:
Ë(¬
»N®ýµ
ÁTë
Ë(¬ ÄCÆ
þ
Â
þ
À
®Öµ
Ã voor þ Ê_Ä ÁQÂnÃcÀ ë
Ë(¬oÀ Æ~ÃcÂoÁTÀ1 Ä ÁQÂnÃOÄ
®(µ
Ãcë
Ë(¬XÀ Æ~ÃNÂnÃOÄ
®Öµ
Ã
½
Als § Ê  , dan is
à
*
Ø
* ÊKÀ Æ~ÃNÂnÃOÄ en Z ¬8* ®3U}§ á µ
h
i
j
ik
» als § Ê6À ÃNÂ t Äsë
à
ÁEá als § Ê6À ÁQÂnÃcÀ ë
À Æ~ÃNÂnÃOÄ als § Ê6À Æ  ÂoÁTÀ ½
Z is dus niet strikt d -snedemeetbaar. Voorts is Z noch d -snedemeetbaar, noch d -bovenmeetbaar. Merk echter
op:
@

_
$ Y ¬
§®ýµ
@
 _
$ Y ¬
§®¶µ é
Á als § Ê6À ÁTÂ t Äjë
Ã als § Ê6À Æ  ÂoÁCÀ ½
Dit impliceert dat Z een ª -bovenmeetbare afbeelding is. De afbeelding Æ Z is strikt d -snedemeetbaar. Voor
een element § Ê  hebben we immers:
à
*
Ø
* ÊKÀ Æ~ÃNÂnÃOÄ en Æ Z ¬8* ®#UÇ§ á µ
hi
j
ik
» als § Ê6À ÁTÂ t Äjë
À Æ~ÃNÂŁÁTÀ¯  Ä ÁQÂnÃOÄ als § Ê6À Æ~ÃcÂoÁTÀ ë
À Æ~ÃNÂnÃOÄ als § Ê6À Æ  ÂRÆ~ÃAÀ ½
Als gevolg hiervan is Æ Z zowel d -bovenmeetbaar als ª -bovenmeetbaar. Bijgevolg is Z een ª -meetbare afbeel-
ding.
Voor de pseudo-inversen
X
@

_
$ Y en
X
@

_
$ Y hebben we:
X
@

_
$ Y
¬´î
®Öµ
X
@

_
$ Y
¬î
®Öµ
Á voor alle î	ÊKÀ ÁQÂnÃOÄ .
De dalende verdelingsfuncties van Z met betrekking tot Ë
6
, Ë en Ë6 zijn gegeven door:
@

_
$ Y
¬
§®¶µ
@ {$ Y ¬
§®¶µ
é
Á als § Ê2À ÁQÂ t Äsë
Ã als § Ê2À Æ  ÂŁÁTÀ ë
@

_
$ Y
¬
§ﬃ®¶µ
é
Á als § Ê2À ÃcÂ t Äjë
Ã als § Ê2À Æ  ÂRÃAÀ ½
Hieruit volgt dat Z niet Ë -bovenmeetbaar is.
Voor de pseudo-inversen
X
@
_
$ Y en
X
@ {$ Y hebben we:
X
@
_
$ YT¬î
®~µ
X
@ {$ YC¬î
®µ
Á voor alle îuÊ À ÁTÂRÃOÄ . De
pseudo-inverse
X
@
_
$ Y daarentegen is gegeven door:
X
@
_
$ YQ¬´î
®ýµ é
Á als î µ ÃNë
Ã als î_Ê2À ÁQÂnÃcÀ ½
Met de voorgaande resultaten vinden we:
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We hebben met andere woorden dat Z een ª -nulfunctie is. Het ª -essentieel supremum van Z kan echter niet
uitgedrukt worden als de Choquet-integraal van Ø Z Ø met betrekking tot Ë .
Merk ten slotte op:
ØIØ
Z
Ø Ø

_
$
}o
µ
Ø Ø
Z
ØIØ

$
}s
µ
ÁQë
ØIØ
Z
ØIØ

_
$
}o
µ
Ã
½
Dit betekent dat Z geen Ë -nulfunctie is. \
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1.6. Possibiliteitsmaten als imprecieze probabiliteiten
We bespreken ‘onder- en bovenprevisies’ en de drie fundamentele principes die Walley’s theorie van im-
precieze probabiliteiten [Wal91] hiervoor voorziet: het vermijden van zeker verlies [AVOIDING SURE LOSS],
coherentie [COHERENCE] en natuurlijke extensie [NATURAL EXTENSION]. Deze principes vinden onder meer
hun rechtvaardiging in de behavioristische interpretatie die aan onder- en bovenprevisies gegeven kan wor-
den. Paragraaf 1.6.4 sluit dit hoofdstuk af met een motivering dat possibiliteitsmaten geschikt zijn voor het
modelleren van onzekerheid die resulteert uit een welbepaald type informatie in natuurlijke taal.
1.6.1. Gokken, boven- en onderprevisies. We gaan uit van een niet-lege verzameling ( die in het vervolg
de interpretatie krijgt van de verzameling van alle mogelijke, elkaar uitsluitende uitkomsten van een specifiek
experiment. We zullen ( kortweg de uitkomstenruimte [POSSIBILITY SPACE] noemen.
Een begrensde ree¨elwaardige afbeelding Å op ( noemen we een gok op ( . De verzameling ¬5( ® van
alle gokken op ( is een ree¨le lineaire ruimte voor de puntsgewijze optelling van gokken en de scalaire ver-
menigvuldiging van gokken met ree¨le getallen. Als Å en  gokken zijn op ( , dan schrijven we Åä
als Åæ¬8* ® äp	¬8* ® , É?*Êd( . Een constante gok zullen we noteren door de unieke waarde die hij aanneemt.
Een gok Å die alleen waarden aanneemt in à ÁQÂnÃãá is de karakteristieke afbeelding van de deelverzameling
¯
µà
*
Ø
*ÛÊ.( en Åæ¬8* ®¶µ ÃNá van ( , die we de in definitie 1.1 ingevoerde notatie geven, namelijk ç« . Een
deelverzameling ¯ van ( noemen we verder ook een gebeurtenis. In het vervolg zullen we een gebeurtenis ¯
ook identificeren met haar karakteristieke afbeelding çk« .
Aan een gok Å kan de interpretatie gegeven worden van een onzekere beloning. Als de gok Å door
een subject aanvaard wordt, dan wordt het subject na waarneming van de uitkomst * van het experiment de
beloning Åæ¬:* ® uitgekeerd. De waarde Åæ¬:* ® wordt uitgedrukt in eenheden van een bepaald lineair nut.
Een bovenprevisie [UPPER PREVISION] is een ree¨elwaardige afbeelding Þ op een niet-lege klasse van
gokken >ª¬5( ®- . We zullen in het vervolg ook de meer uitgebreide notatie ¬5(Â'Â Þ ® hanteren als we de
uitkomstenruimte en het domein van Þ duidelijk willen stellen. De aan Þ toegevoegde onderprevisie Þ is
gedefinieerd op Æ µgà Æ­Å Ø Å Êrá door
Þ ¬Å
®Öµ
Æ Þ¬mÆ­Å
®
Â ÉÅìÊ6Æ
½
Voor Þ zullen we eveneens de uitgebreide notatie ¬#(ÂnÆrÂŁÞ ® hanteren.
Aan boven- en onderprevisies geven we de volgende minimale  behavioristische interpretatie. De bo-
venprevisie Þ¬Å ® , die een subject toekent aan een gok Å , is een ree¨el getal dat als de infimum verkoopprijs
[INFIMUM SELLING PRICE] voor Å geı¨nterpreteerd wordt. Hiermee bedoelen we dat elke prijs die strikt groter
is dan Þ¬Å ® voor het subject aanvaardbaar is om Å ervoor te verkopen. Onderstel dat Í de klasse van de door
het subject gegeerde gokken is. Dan hebben we:
Þ¬´Å
®Öµ ÌIÍEÎnà
ª
Ø
ª`ÊR en ªÆ`ÅÊ|Íá ½
De onderprevisie Þ ¬Å ® , die een subject voor een gok Å voorziet, kan geı¨nterpreteerd worden als de supremum
aankoopprijs [SUPREMUM BUYING PRICE] van Å . Hiermee bedoelen we dat het subject bereid is om Å te
kopen voor elke prijs die strikt kleiner is dan Þ ¬´Å ® . Of anders gesteld:
Þ ¬Å
®Öµ ·o¸Q¹Là
ª
Ø
ªKÊ| en Å+ÆKª`Ê|Íá ½
De effectieve bepaling van Þ ¬´Å ® en Þ¬´Å ® voor een gok Å geeft evenwel geen verdere indicatie om Å te
kopen of te verkopen voor prijzen die tussen Þ ¬Å ® en Þ¬´Å ® liggen. Een eventueel verdere verfijning van
zowel Þ ¬´Å ® als Þ¬Å ® achteraf blijft dus mogelijk.
Voor het samenstellen van Í zijn de volgende axioma’s een leidraad voor het subject.
¬

® Een gok Å is niet gegeerd als ·o¸Q¹ ÅfQ Á [VERMIJDEN VAN ZEKERE VERLIEZEN].
¬
ô
® Een gok Å is gegeerd als ÌIÍEÎ Å U Á [AANVAARDEN VAN ZEKERE WINSTEN].
¬
ï
® Als Å een gegeerde gok is en D een strikt positief ree¨el getal is, dan is DTÅ een gegeerde gok [POSITIEVE
HOMOGENITEIT].
 ﬂ¡
hoeft geen bijkomende structuurkenmerken te hebben.
¢
De interpretatie is minimaal vermits boven- en onderprevisies andere interpretaties mogen hebben. Het is dus alleen van belang dat
de boven- en onderprevisies in kwestie ook geı¨nterpreteerd kunnen worden als infimum verkoopprijzen en supremum aankoopprijzen.
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¬
u
® Als Å en  gegeerde gokken zijn, dan is ook Å t  een gegeerde gok [SOM].
Als ·o¸Q¹ Å Q#Á voor een bepaalde gok £ , dan lijdt het subject ongeacht de uitkomst van het experiment een
verlies. Na waarneming van ¤a¥§¦ ‘ontvangt’ het subject £~¨8¤!©ªa« . Omwille daarvan kan £ geen gegeerde
gok voor het subject zijn. Uit ¨­¬n© volgt ten slotte dat de constante gok die ongeacht de uitkomst ¤ van het
experiment ®¯ oplevert niet gegeerd is.
Een subject dat richtlijn ¨#0°t© volgt aanvaardt te allen tijde zekere winsten. Een gok £ waarvoor ±³²J´C£¶µe«
levert altijd een winst £~¨:¤!©"µG« op, ongeacht de uitkomst ¤ van het experiment. Uit ¨ ° © volgt dat alle strikt
positieve gokken gegeerd zijn.
¨¸·\© zegt dat het al dan niet aanvaarden van een gok niet afhankelijk is van de schaal waarin het subject
het nut uitdrukt dat een gok voor hem oplevert. ¨#¸¹t© zegt ten slotte dat de som van twee gegeerde gokken
eveneens gegeerd moet worden. ¨#¸·n© en ¨¸¹t© geven aan dat het subject een lineair nut hecht aan elke gok, en
impliceren dat º een convexe kegel in »¨5¦© is.
Voor een meer uitgebreide bespreking en rechtvaardiging van axioma’s ¨¼ ¬ © , ¨¼ ° © , ¨¼¸·n© , ¨#¼­¹n© verwijzen
we naar [Wal91].
Wanneer het domein ½ van een bovenprevisie ¾ alleen gokken met bereik ¿n«CÀO¯%Á bevat – dit wil zeggen ½
is van de vorm ¿tÂÃKÄiÅÆ¥}ÇÁ met Ç een niet-lege klasse van gebeurtenissen – dan zullen we ¾¸¨ÅÈ© schrijven in
plaats van ¾0¨Â Ã © , ÅÉ¥7Ç . In dit geval noemen we ¾ een bovenprobabiliteit op Ç . In het bijzonder zullen we
ook de uitgebreide notatie ¨5¦ÈÀ-ÇÀ ¾Ê© hanteren voor ¾ . De aan ¾ toegevoegde onderprevisie ¾ die we verderop
de (aan ¾ toegevoegde) onderprobabiliteit zullen noemen, krijgt eveneens een klasse van gebeurtenissen als
domein, namelijk Ç"Ë>ÌF¿i¦ÎÍ"ÅpÄiÅÆ¥ÏÇÁ in plaats van ®ÐÇKÌF¿®ÅÄiÅÆ¥}ÇÁ , en is gegeven door:
¾ ¨#Å»©Ì¯® ¾0¨5¦;Í"Å»©ÀÒÑÅF¥Ç
Ë#Ó
In het bijzonder zullen we ¾ ook noteren door ¨5¦ÈÀ-Ç!Ë5Àc¾ © .
Het subject is dus bereid om ¾ ¨ÅÈ©-Ô te betalen om te gokken op een gebeurtenis ÅÕ¥VÇ!Ë . Wanneer Å
optreedt, wint hij ¯®d¾ ¨ÅÈ© . Als Å niet optreedt, verliest hij ®¾ ¨#Å»© . Eenzelfde interpretatie kan gegeven
worden aan de bovenprobabiliteit ¾0¨Ö×© van een gebeurtenis Ö¥dÇ . Merk op: ¦eÍÈÖ¥aÇ!Ë . Wanneer het
subject gokt tegen Ö – dit is hetzelfde als gokken op ¦4ÍÖ – dan is hij bereid hiervoor ¾ ¨5¦4ÍÖ×© te betalen.
Zijn winst of verlies is dan ¦.Í!ÖF®.¾ ¨#¦ÎÍÖ­©ØÌ ¾0¨#Ö×©®.Ö . Anders gesteld: het subject aanvaardt gokken op
Ö als hem hiervoor ten minste ¾0¨Ö­© betaald wordt.
1.6.2. Coherentie-principes. Om boven- en onderprevisies te laten fungeren als zinvolle representaties
van het gedrag van een subject met betrekking tot onzekerheid moeten we nagaan in welke mate ze rationeel
bepaald zijn. Hiermee bedoelen we dat boven- en onderprevisies geen aanleiding mogen geven tot schadelijk
gedrag of tot schending van de interne consistentie. Om dit te verzekeren worden in Walley’s theorie van im-
precieze probabiliteiten de volgende twee rationaliteitsvoorwaarden ingevoerd: het vermijden van zeker verlies
[AVOIDING SURE LOSS] en coherentie [COHERENCE].
Stel ¾ is een bovenprevisie op een niet-lege verzameling van gokken ½ . De gok Ù0¨£§©ÊÌ ¾¸¨£§©"®4£ ,
waarin een betaling van ¾0¨£§© ontvangen wordt in ruil voor £ ¥,½ , wordt ook de marginale gok tegen
£ genoemd. Uit de interpretatie die we aan bovenprevisies gegeven hebben, volgt immers dat Ù0¨:£Î© een
marginaal gegeerde gok is: elke gok Ù0¨:£Î©Ú4Û met ÛµG« is immers gegeerd (door het subject).
De bovenprevisie ¾ vermijdt zeker verlies [AVOIDS SURE LOSS] als voor elk natuurlijk getal ÜÆÝ{¯ en
positieve ree¨le getallen Þ ° À ÓtÓOÓ ÀfÞ?ß , en voor elk eindig aantal gokken £ ° À ÓOÓtÓ À'£0ß uit ½ :
àcáJâ;ã
ß
ä åçæ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
©5èÎÝe«
Ó (1.43)
Een rechtvaardiging hiervan via de richtlijnen ¨#¼ ¬ ©®¨#¼¸¹t© die het subject volgt om gokken al dan niet te
aanvaarden gaat als volgt. Neem é×µG« . Laat êØ¥Î¿¯%À ÓtÓOÓ À'ÜuÁ . Als Þ
å
ÌT« , dan is wegens ¨#¼ ° ©EÞ
å
Ù0¨:£
å
©tÚ­éÌdé
een gegeerde gok. Omdat dit voor elke é×µK« geldt, is Þ
å
Ù0¨:£
å
© een marginaal gegeerde gok. Stel Þ
å
µK« . Dan
volgt uit ¨¼ · © dat Þ
å
Ù0¨:£
å
©Údé7Ì,Þ
å
¨ ¾0¨:£
å
©Úìë
ínî
®K£
å
© een gegeerde gok is. Omdat dit voor elke é.µï«
geldt, is Þ
å
Ù0¨:£
å
© een marginaal gegeerde gok. Door het iteratief toepassen van ¨#¼­¹n© hebben we voor elke
ð
Het subject is eigenlijk marginaal bereid om ñ òçóuô te betalen voor ó . Anders gezegd: het subject is bereid voor elke prijs õö
ñ òçóuô te gokken op ó .
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é0µT« dat de lineaire combinatie ÷ ß
åçæ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
©ÚKé×Ì÷
ß
å³æ
°Èø
Þ
å
Ù0¨:£
å
©Ú+ë
ßEù
eveneens een gegeerde gok is.
Dit impliceert bijgevolg dat ÷ ß
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
© een marginaal gegeerde gok is. Wegens ¨#¼×¬i© hebben we voor elk
ree¨el getal éúµe« dat à'áCâÊû ÷ ß
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨£
å
©
Ú~énüÝG« . Als gevolg hiervan vinden we (1.43).
Vermijden van zeker verlies impliceert dat ¾ ¨:£Î©"ý ¾0¨:£Î© voor alle £¶¥}½eþ§®½ .
Een bovenprevisie ¾ die zeker verlies vermijdt wordt coherent genoemd als voor elk natuurlijk getal Ü en
positieve ree¨le getallen Þ ¬ À ÓtÓOÓ ÀfÞ?ß , en voor elk eindig aantal gokken £ ¬ À ÓOÓtÓ À'£0ß uit ½ :
àcáJâ;ã
ß
ä
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
©®;ÞC¬nÙ0¨£­¬i©5è<ÝK«
Ó (1.44)
Wanneer (1.44) faalt en ÞC¬Êµe« , dan is de gok Ù0¨£­¬\©ØÌ ¾0¨£¸¬n©E®£¸¬ uniform groter dan Þß °
¬
÷
ß
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
© .
Dit wil zeggen: er bestaat een éµ « zo dat ¨ ¾0¨£ ¬ ©!®4é2©Ø®~£ ¬ ÌpÙ0¨:£ ¬ ©Ø®~éµÞ ß °
¬
÷
ß
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨£
å
©uÚ

é .
Omdat de gokken Þ
å
Ù0¨£
å
© , ê!¥.¿¯%À ÓOÓOÓ ÀcÜuÁ (ongeacht of Þ
å
al dan niet nul is) marginaal gegeerde gokken zijn,
is de lineaire combinatie Þ ß °
¬
÷
ß
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
©Ú~é een gegeerde gok. Merk op:
±ç²´
ã
¨ ¾0¨£­¬i©®<é2©u®§£¸¬\©u®<Þ
ß
°
¬
ß
ä åçæ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
© ®Îétè<ÝKé×µG«
Ó
Uit ¨¼ °O© en ¨#¼ ¹ © volgt dat ¨ ¾Ï¨:£¸¬n©»®Vé2©»®V£­¬\© een gegeerde gok is. Met andere woorden: het subject
aanvaardt om £ ¬ voor een lagere prijs ¾0¨:£ ¬ ©
®=é dan de voorziene infimum verkoopprijs ¾¸¨:£ ¬ © te verkopen.
De coherentievoorwaarde (1.44) verhindert het optreden van de voorgaande vorm van inconsistentie.
Een coherente bovenprevisie ¾ op ½ heeft de volgende eigenschappen. Stel £ en  behoren tot ½ en laat
Þµe« , dan:
¨#¾
°
© ¾0¨:£§©"ý
à'áCâ
£ [AANVAARDEN VAN ZEKERE WINSTEN];
¨#¾
·
i© ¾0¨#ÞC£§©ÌTÞ ¾0¨:£Î© [POSITIEVE HOMOGENITEIT];
¨#¾¹

© ¾0¨:£ Ú­©"ý ¾0¨£§©
Ú ¾0¨×© [SUBLINEARITEIT];
waarbij ¨¾·  © en ¨¾¹  © gelden voor zover ÞJ£ en £ Ú respectievelijk tot ½ behoren.
De aan de coherente bovenprevisie ¾ toegevoegde onderprevisie ¾ op ®½ heeft analoge eigenschappen.
Stel £ en  behoren tot ®½ en laat Þµe« , dan:
¨¾ °t©Ï±ç²´J£ ýK¾ ¨£§© [AANVAARDEN VAN ZEKERE WINSTEN];
¨¾
·
©¾ ¨5ÞJ£§©!ÌaÞ?¾ ¨:£§© [POSITIEVE HOMOGENITEIT];
¨¾
¹
©¾ ¨£§©Ú~¾ ¨×©"ýe¾ ¨:£ Ú×© [SUPERLINEARITEIT];
waarbij ¨¾·n© en ¨¾¹n© gelden voor zover ÞC£ en £ Ú respectievelijk tot ®½ behoren.
Wanneer ½ een ree¨le lineaire ruimte is, dan zijn ¨#¾ ° © , ¨#¾·  © , ¨#¾¹  © nodige en voldoende voorwaarden
voor het coherent zijn van een bovenprevisie ¾ op ½ , en ¨¾ ° © , ¨¾·\© , ¨#¾¹\© zijn nodige en voldoende voorwaar-
den voor het coherent zijn van een onderprevisie ¾ op ½ . Een coherente bovenprevisie ¾ op een ree¨le lineaire
ruimte ½ is wegens ¨¾ · %© en ¨#¾ ¹ 2© een convexe afbeelding op ½ . Een coherente onderprevisie ¾ op een ree¨le
lineaire ruimte ½ is wegens ¨#¾ · © en ¨#¾ ¹ © een concave afbeelding op ½ .
Coherente boven- en onderprevisies hebben onder meer nog de volgende eigenschappen.
PROPOSITIE 1.106 ([Wal91]). Stel ¨#¦ÈÀc½­À ¾ú© is een coherente bovenprevisie. Laat ¾ de aan ¾ toegevoegde
onderprevisie zijn. Dan hebben we:

±³²´?£¶ýe¾ ¨:£§©"ý ¾0¨:£§©"ý
àcáJâ
£ ;

¾ ¨:£§©
Ú~¾ ¨:£§©"ýe¾ ¨:£ Ú×©"ýe¾ ¨:£§©
Ú ¾0¨­©"ý ¾0¨£,Ú×©"ý ¾¸¨:£§©Ú ¾0¨	ú© ;

¾ ¨:£ Ú
©ÌT¾ ¨:£§©
Ú
 waarbij 
 ¥ ;

¾0¨:£ Ú
©Ì ¾0¨:£§©
Ú
 waarbij 
 ¥ ,
voor zover alle optredende gokken behoren tot het domein van ¾ of ¾ .
Stel ¾ is een coherente bovenprobabiliteit op een klasse Ç van gebeurtenissen zo dat §¥~Ç en ¦,¥~Ç .
Dan is ¾ een genormeerde positieve vertrouwensmaat op Ç . De aan ¾ toegevoegde onderprobabiliteit ¾ is
een genormeerde positieve vertrouwensmaat op Ç!Ë . Tenslotte wordt ¾ door ¾ gedomineerd op Ç§þÏÇ!Ë .
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Een speciaal toegevoegd stel coherente boven- en onderprevisies wordt gegeven door de lege previsies, die
gegeven zijn door
¾0¨:£§© Ì
à'áCâ
£ en ¾ ¨:£§©Ìa±ç²´J£=ÀÒÑ>£¶¥»¨#¦© Ó
De lege onderprevisie voldoet aan ¨#¾ ° © , ¨¾·\© en ¨¾¹t© , en is bijgevolg een coherente onderprevisie op de ree¨le
lineaire ruimte È¨#¦© , die wegens ¨¾ ° © de minimale coherente onderprevisie op »¨#¦© is. Analoog hebben we
dat de lege bovenprevisie de maximale coherente bovenprevisie op È¨#¦© is. De lege boven- en onderprevisie
maximaliseren de imprecisie ¾0¨£§©u®<¾ ¨:£§© voor alle gokken £ op ¦ over alle coherente previsies. Behavio-
ristisch gezien zorgt de lege onderprevisie er slechts voor dat alleen uniform zekere winsten – hiermee bedoelen
we gokken £ waarvoor ±ç²´C£ÕµG« – aanvaard worden.
Een ree¨elwaardige afbeelding ¾ op een niet-lege klasse van gokken ½ wordt een lineaire previsie op ½
genoemd als voor natuurlijke getallen Ü en  , voor positieve ree¨le getallen Þ ° À ÓtÓOÓ ÀfÞ?ß en  ° À ÓOÓtÓ À , en voor
elk eindig aantal gokken £Ï°\À ÓtÓOÓ Àc£ ß , E°iÀ ÓtÓOÓ À  uit ½ :
à'áCâ

ß
ä
å³æ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
©®

ä

æ
°


Ù0¨

©aÝG«
Ó (1.45)
Een lineaire previsie is coherent onder de interpretatie van bovenprevisie e´n van onderprevisie. Een boven-
previsie ¨#¦ÈÀc½¸À ¾ú© zo dat ½ Ì ®½ is een lineaire previsie op ½ als en alleen als ¾ zeker verlies vermijdt en
zelf-toegevoegd [SELF-CONJUGATE] is, dit wil zeggen: ¾0¨:£§©ÐÌÉ® ¾0¨'®£§©"Ì ¾ ¨:£§© voor alle £¥.½ . In dit
geval noteren we ¾ ook door ¾ .
Lineaire previsies ¾ op een lineaire ruimte ½ kunnen alternatief gekarakteriseerd worden door de volgende
twee voorwaarden:
¨ﬀ
°
©}¾0¨:£ Úú©ØÌa¾0¨:£§©
ÚK¾0¨×© voor £¶¥}½ en É¥}½ [LINEARITEIT];
¨ﬀ!·t©±ç²´C£ÕýG¾0¨£§©!ý
àcáJâ
£ voor £ ¥}½ [CONVEXITEIT].
Uit deze twee voorwaarden volgt dat lineaire previsies tevens homogeen zijn:
¨ﬀ
¹
©}¾0¨#ÞC£§©ÌVÞC¾0¨£§© voor £¶¥½ en Þ¥ﬁ [HOMOGENITEIT].
Een lineaire previsie ¾ op »¨5¦© is een positieve lineaire functionaal – dit betekent: ¾0¨£§©ÈÝÆ« voor alle
£ ¥ﬂ»¨#¦© zo dat £ Ý « – met ¾0¨'¯n©0Ì¶¯ op de ree¨le lineaire ruimte »¨#¦© . De beperking van ¾ tot een
niet-lege klasse van gokken ½ is een lineaire previsie op ½ ; en de beperking van ¾ tot alle gebeurtenissen
ﬃ
¨#¦© is een additieve probabiliteit op ﬃ ¨#¦© . Omgekeerd hebben we ook dat een lineaire previsie ¾ op een
niet-lege klasse van gokken ½ de beperking tot ½ is van een lineaire previsie op »¨#¦© °¬ .
De verzameling van alle lineaire previsies op »¨5¦© noteren we door  ¨#¦© . Voor elke bovenprevisie
¨#¦ÈÀc½¸À ¾Ê© kunnen we verder de klasse van alle gedomineerde lineaire previsies  ¨ ¾Ê© bepalen:
 ¨ ¾Ê©ÌÆ¿\¾pÄ%¾¥ﬁ ¨#¦© en ¨ Ñ>£Õ¥}½©O¨¾0¨£§©Ðý ¾­¨£§©'©Á Ó
De klasse  ¨ ¾Ê© komt duidelijk overeen met de klasse  ¨¾ © van alle lineaire previsies die de aan ¾ toege-
voegde onderprevisie ¾ domineren op ®½ .
Vermijden van zeker verlies en coherentie van een bovenprevisie ¾ worden door Walley alternatief ge-
karakteriseerd via de met ¾ corresponderende klasse van lineaire previsies  ¨ ¾Ê© . Hiertoe gebruikt hij het
volgende scheidingslemma.
LEMMA 1.107 ([Wal91]). Voor een deelverzameling º van »¨5¦© zijn de volgende voorwaarden equivalent:
1. à'áJâ ÷ ß
åçæ
°
£
å
ÝK« voor alle Ü§ÝV¯ en elementen £Ï°iÀ ÓOÓtÓ À'£ ß van º ;
2. er bestaat een lineaire previsie ¾ op »¨5¦© zo dat ¾0¨:£§©"Ýe« voor alle £ ¥Ïº ;
3. er bestaat een lineaire previsie ¾ op º zo dat ¾0¨:£§©"ÝG« voor alle £¶¥º .
Hiermee kan de bovenenveloppestelling aangetoond worden [Smi61, Hub81, Wil76, Gil76, Wal81].
!
Dit komt overeen met wat we in de voorgaande paragraaf een genormeerde, additieve positieve vertrouwensmaat op de machtklasse
"
ò$#ô genoemd hebben. Meer algemeen zullen we vanaf nu elke genormeerde, additieve positieve vertrouwensmaat op een veld % (van
gebeurtenissen) een additieve probabiliteit op % noemen
&'
Dit volgt uit een rechtstreekse toepassing van de stelling van Hahn-Banach [Hol75] en de definitie van lineaire previsie.
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STELLING 1.108. Voor een bovenprevisie ¨#¦ÈÀc½­À ¾Ê© hebben we:
1. ¾ vermijdt zeker verlies als en alleen als  ¨ ¾©)(Ì* ;
2. ¾ is coherent als en alleen als ¾ de bovenenveloppe [UPPER ENVELOPE] van  ¨ ¾Ê© is, dit wil zeggen:
¾0¨:£§©Ì
àcáJâ
¿n¾0¨£§©ÐÄi¾p¥+ ¨ ¾Ê©ﬂÁSÀÒÑE£¥½
Ó
Voor elke gok £ uit het domein van een coherente bovenprevisie ¾ hebben we zelfs dat:
¾0¨:£§©Ì max ¿\¾0¨:£§©ÐÄ%¾¥ﬁ ¨ ¾Ê©Á Ó
Er bestaat met andere woorden een gedomineerde lineaire previsie ¾ zo dat ¾0¨£§©Ì¾0¨£§© . Deze resultaten
blijven van kracht wanneer de lineaire previsies in  ¨ ¾Ê© slechts gedefinieerd zijn op ½ . Voor bovenprobabi-
liteiten laten de karakteriseringen uit stelling 1.108 zich als volgt uitschrijven [Smi61, Hub81, Wil76, Gil76,
Wal81].
GEVOLG 1.109. Voor een bovenprobabiliteit ¾ op een niet-lege klasse van gebeurtenissen Ç hebben we:
1. ¾ vermijdt zeker verlies als en alleen als er een additieve probabiliteit op ﬃ ¨5¦© is die ¾ domineert op
Ç ;
2. ¾ is coherent als en alleen als ¾ de bovenenveloppe van een klasse van additieve probabiliteiten op
ﬃ
¨5¦© is.
Wanneer ¾ een coherente bovenprobabiliteit op Ç is, dan bestaat er voor elke gebeurtenis Å ¥FÇ een
additieve probabiliteit ¾ op ﬃ ¨5¦© die door ¾ op Ç gedomineerd wordt zo dat ¾0¨#Å»©ØÌa¾0¨ÅÈ© .
1.6.3. Natuurlijke extensie. Stel ¨#¦ÈÀc½­À ¾ú© is een bovenprevisie. Als £ een gok uit »¨5¦© is, dan is de
natuurlijke extensie , van ¾ in £ gegeven door
,Ï¨:£§©Ìd±³²´t¿.-4Ä/-7®Î£¶Ý
ß
ä åçæ
°
Þ
å
Ù0¨:£
å
© voor Ü§Ýe«10c£
å
¥}½ en Þ
å
ÝK«CÀÑ>ê32E¯
ÓOÓtÓ
Ü40 en -<¥ﬁ!Á Ó (1.46)
De natuurlijke extensie , van de aan ¾ toegevoegde onderprevisie ¾ is gegeven door
, ¨£§©Ì® ,0¨-®£§©ÀÒÑ>£¥È¨#¦©
Ó
De natuurlijke extensie , van een bovenprevisie ¾ is eveneens een coherente bovenprevisie zodra de
bovenprevisie ¾ zeker verlies vermijdt. Voor een coherente bovenprevisie ¾ kunnen altijd coherente uitbrei-
dingen op È¨#¦© bepaald worden. In het bijzonder is , de grootste coherente bovenprevisie op »¨5¦© , die ¾
uitbreidt.
STELLING 1.110 ([Wal91]). Stel ¨#¦ÈÀc½­À ¾Ê© is een bovenprevisie die zeker verlies vermijdt. Dan heeft de na-
tuurlijke extensie , van ¾ de volgende eigenschappen:
1. ±³²´?£¶ý , ¨:£Î©"ý àcáJâ £ voor alle £¶¥È¨#¦© ;
2. , is een coherente bovenprevisie op »¨#¦© ;
3. ¾ domineert , op ½ , dit wil zeggen , ¨£§©"ý ¾0¨£§© voor alle £Õ¥}½ ;
4. , is een uitbreiding van ¾ tot »¨5¦© , dit wil zeggen ¾ÆÌ ,ÏÄ 5 als en alleen als ¾ coherent is;
5. , is de grootste coherente bovenprevisie op »¨5¦© die door ¾ op ½ gedomineerd wordt;
6. , is gegeven door
, ¨:£§©Ì*687:9>¿n¾0¨£§©Äi¾p¥+ ¨ ¾Ê©ﬂÁSÀÒÑE£¥+»¨5¦©À
en  ¨ ,ú©ØÌ* ¨ ¾Ê© ;
7. als ¾ coherent is, dan is , de grootste coherente uitbreiding van ¾ tot »¨5¦© .
VOORBEELD 1.111. Stel dat coherente boven- en onderprobabiliteiten ¾0¨Å»© , ¾0¨Ö×© , ¾ ¨Å»© , ¾ ¨Ö×© van twee
logisch onafhankelijke gebeurtenissen Å en Ö gegeven zijn. Hiermee bedoelen we dat de gebeurtenissen Åúþ"Ö ,
ÅÊÍSÖ , ÖÏÍSÅ en ¦ÈÍC¨#Å<;Ö×© een partitie van ¦ vormen. De natuurlijke extensie tot boven- en onderprobabiliteiten
voor de unie en doorsnede van Å en Ö zijn gegeven door (zie [Wal91]):
, ¨Å;Ö×©!Ì max ¿n¾ ¨ÅÈ©Àf¾ ¨Ö×©Á en , ¨Å=;ÏÖ­©ØÌ min ¿¯%À ¾¸¨#Å»©Ú ¾0¨Ö­©ﬂÁSÀ
, ¨Å~þÖ×©!Ì max ¿n«CÀc¾ ¨Å»©Ú4¾ ¨#Ö×© ®G¯2Á en , ¨ÅKþÏÖ­©ØÌ min ¿ ¾­¨#Å»©À ¾ ¨#Ö×©ﬂÁ Ó >
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Het volgende resultaat zegt dat de natuurlijke extensie van een coherente bovenprobabiliteit ¾ op een veld
Ç van deelverzamelingen van ¦ op ﬃ ¨#¦© overeenkomt met de grootste monotone extensie ¾@? van ¾ .
STELLING 1.112 ([Wal91]). Stel Ç is een veld op ¦ . De natuurlijke extensie van een coherente bovenproba-
biliteit ¨#¦ÈÀ-Ç»À ¾Ê© tot ﬃ ¨5¦© is ¾A? . De natuurlijke extensie van een coherente onderprobabiliteit ¨#¦ÈÀ-Ç»Àc¾ © tot
ﬃ
¨#¦© is ¾
?
.
VOORBEELD 1.113. Stel dat Ç een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling ¦ is
zo dat ¥ÎÇ en ¦p¥<Ç . Stel ¾ is een coherente bovenprobabiliteit op Ç . Als £ een strikt Ç -snedemeetbare
eenvoudige gok op ¦ is, dan is £ van de vorm:
£ Ì
ß
ä

æ
°CB

ÂED/FÌ
ß
ä

æ
°CB
HGC
À
waarbij ÜÉ¥JITÍ×¿\«Á ;
B

ÀKT¥ï¿S¯SÀ
ÓOÓtÓ
À'Ü;®Æ¯2Á strikte positieve ree¨le getallen zijn;
B
ßF¥L ; en ¨ GC ÄMKa¥
¿S¯SÀ
ÓtÓOÓ
À'ÜuÁi©íªaÇ zo dat N(Ì G °AO ÓtÓOÓ O G ß}Ìp¦ . De gok £ neemt dus de waarden P ° µ ÓOÓtÓ µQP>ß aan die
gegeven zijn door
P
å
Ì
ß
ä

æ
å
B

ÀÒÑEê¥Î¿S¯SÀ
ÓOÓtÓ
À'ÜuÁ
Ó
Merk tevens op:
G 
ÌÆ¿t¤eÄn¤e¥¦ en Ru¨:¤!©"ÝP  ÁSÀìÑSK0¥§¿¯%À ÓOÓOÓ ÀcÜuÁ Ó
Zoals aangegeven in voorbeeld 1.76 is de Choquet-integraal van £ met betrekking tot ¾ gegeven door:
¨UTÐ©WVï£NX ¾FÌ
ß
ä

æ
°
B

¾0¨
G

©
Ó
Laat , de natuurlijke extensie van ¾ tot È¨#¦© zijn. Uit de coherentie van , op de lineaire ruimte »¨5¦© en
propositie 1.106 volgt:
,Ï¨:£§©Ì , ¨
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Ì¨TÐ©WV+£NX ¾
Onderstel dat  een Ç -bovenmeetbare gok op ¦ is. Dan is wegens propositie 1.80  de uniforme limiet
over ¦ van een rij ¨ ß Ä!Ü,¥[I © strikte Ç -snedemeetbare eenvoudige gokken op ¦ . Met het voorgaande
resultaat vinden we dat:
, ¨
ß
©"ýÆ¨TÐ©WV\
ß
X ¾¸ÀÒÑ>Ü.¥I
Ó
Uit de coherentie van , volgt dat , ¨­©=Ì^]ç±_6 ßa`Ab ,Ï¨ ß © . Uit propositie 1.80 volgt dat ¨TÐ©1cdAX ¾ Ì
]ç±_60ßa`@b=¨TÐ©
c
>ß1X ¾ . Als gevolg hiervan hebben we:
, ¨­©"ýF¨UTÐ©
V
eX ¾
Ó
Hiermee hebben we het algemeen verband tussen de Choquet-integraal en de natuurlijke extensie aangegeven.>
VOORBEELD 1.114. Onderstel dat ¾ een  -alternerende, positieve vertrouwensmaat op een begrensde tralie
Ç van deelverzamelingen van ¦ is. Zoals blijkt uit voorbeeld 1.74 is de grootste monotone extensie ¾A? van ¾
een

-alternerende, positieve vertrouwensmaat op ﬃ ¨5¦© .
Wegens de sublineariteitsstelling voor de Choquet-integraal – zie stelling 1.95 – voldoet de Choquet-
integraal met betrekking tot ¾@? op »¨5¦© aan ¨#¾¹  © [SUBLINEARITEIT]. Wegens propositie 1.87 voldoet de
Choquet-integraal met betrekking tot ¾ ? op È¨#¦© aan ¨¾ °2© [ZEKERE WINSTEN AANVAARDEN] en ¨¾ · 2©
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[POSITIEVE HOMOGENITEIT]. Hieruit volgt dat de Choquet-integraal met betrekking tot ¾ ? een coherente
bovenprevisie op È¨#¦© is.
Wegens propositie 1.87 hebben we:
¨TÐ© V ÂÃfX ¾A?»Ì ¾A?%¨ÅÈ©À ÑÅV¥
ﬃ
¨#¦©
Ó
Omdat ¾A?SÄ gÌ ¾ hebben we:
¨TÐ©CVïÂ Ã X ¾
?
Ì ¾0¨#Å»©ÀÒÑÅÆ¥ÏÇ
Ó
De Choquet-integraal met betrekking tot ¾ ? is een coherente bovenprevisie op »¨5¦© die zowel ¾ als ¾ ?
uitbreidt. Dit impliceert dat zowel ¾ als ¾A? coherente bovenprevisies op Ç en ﬃ ¨#¦© zijn.
Een

-alternerende, positieve vertrouwensmaat ¾ op een begrensde tralie Ç van verzamelingen is dus een
coherente bovenprobabiliteit op Ç . De coherentie van  -alternerende bovenprobabiliteiten °f° op een veld van
verzamelingen werd aangetoond door Walley in [Wal81].
Laat , de natuurlijke extensie van ¾ tot È¨#¦© zijn. Wegens stelling 1.110.7 en het voorgaande hebben
we:
¨TÐ© V £NX ¾@?Èý , ¨:£Î©ÀÒÑ>£¶¥»¨#¦©
Ó
Wegens het voorgaande is ¾ ? een coherente bovenprobabiliteit op ﬃ ¨#¦© die ¾ uitbreidt. De natuurlijke extensie
van ¾ ? is dus een coherente uitbreiding van ¾ en wordt wegens stelling 1.110.7 gedomineerd door , op »¨5¦© .
Uit de monotoniciteit van ¾ volgt hieruit dat ,{Ì ¾A? op ﬃ ¨#¦© . Dit betekent dat , eveneens een coherente
uitbreiding van ¾A? is. Wegens stelling 1.110.7 wordt , op »¨5¦© gedomineerd door de natuurlijke extensie
van ¾A? . Als gevolg hiervan is , eveneens de natuurlijke extensie van ¾A? . Omdat È¨#¦© met de klasse van alle
begrensde, ﬃ ¨#¦© -bovenmeetbare gokken op ¦ overeenkomt, vinden we met voorbeeld 1.113 dat
, ¨:£Î©"ýV¨TÐ©
V
£NX ¾<?2ÀÒÑ>£¶¥»¨#¦©
Ó
Samenvattend kunnen we dus stellen dat de natuurlijke extensie van ¾ gelijk is aan de Choquet-integraal
met betrekking tot ¾A? op È¨#¦© , op voorwaarde dat ¾ een  -alternerende, positieve vertrouwensmaat op een
begrensde tralie Ç van verzamelingen is. Deze eigenschap werd eerder aangetoond door Walley in [Wal81]
voor

-alternerende bovenprobabiliteiten die op een veld van verzamelingen gedefinieerd zijn.
Stel ten slotte dat ¾ een coherente bovenprobabiliteit op een niet-lege klasse Ç van deelverzamelingen van
¦ is zo dat ­¥ÏÇ en ¦T¥Ç . Als de natuurlijke extensie , van ¾ op de Ç -bovenmeetbare gokken op ¦ overeen-
komt met de Choquet-integraal met betrekking tot ¾ , dan is ¾ een  -alternerende positieve vertrouwensmaat
(zie [Wal91]). De argumentatie hiervan gaat als volgt. Uit de coherentie van ¾ en propositie 1.106 volgt dat ¾
een genormeerde positieve vertrouwensmaat op Ç is. Neem twee elementen ¨ÅúÀcÖ×©"¥}Ç · zo dat ÅN;­Ö+¥ÏÇ en
Å7þÊÖ+¥}Ç . Dan zijn Åﬁ;ÊÖ en Å7þÊÖ comonotone, strikt Ç -snedemeetbare eenvoudige gokken op ¦ . Voorts is
Å;ÖTÚ4Å4þÖpÌdÅ~Ú~Ö een strikt Ç -snedemeetbare eenvoudige gok op ¦ . Wegens propositie 1.106 hebben
we:
¾0¨Å;}Ö×©Ú ¾¸¨ÅKþÖ­©ØÌ ¨UTÐ©WV
û
Å;}ÖVÚ~Å4þ}ÖühX ¾Ì ¨TÐ©CV
û
ÅKÚ4ÖÊüiX ¾
Ì , ¨#ÅKÚ~Ö×©"ý , ¨ÅÈ©Ú ,Ï¨Ö×©!Ì ¾¸¨ÅÈ©Ú ¾0¨Ö­©
Ó
Bijgevolg is ¾  -alternerend. Rekening houdend met voorbeeld 1.113 hebben we: als ¾ niet  -alternerend op
Ç is, dan zijn er Ç -bovenmeetbare gokken £ op Ç waarvoor ¾0¨:£§©"ªF¨TÐ©
c
£NX ¾ .
>
VOORBEELD 1.115. Laat j een ruim veld op ¦ zijn. Elke genormeerde ¨ û «JÀt¯ü5ÀOý© -possibiliteitsmaat k op
j is een coherente bovenprobabiliteit op j . Zoals aangegeven in voorbeeld 1.72 is k een  -alternerende,
positieve vertrouwensmaat op j . Wegens voorbeeld 1.114 is k een coherente bovenprobabiliteit op j . De aan
k toegevoegde onderprobabiliteit op j is precies haar duale necessiteitsmaat (zie ook voorbeeld 1.73).
>
&l&
Deze bovenprobabiliteiten worden door Walley [Wal81] gedefinieerd als genormeerde, submodulaire bovenprobabiliteiten op een
veld van verzamelingen die alleen waarden aannemen in mZn .
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1.6.4. Monotone eigenschappen. In het vervolg van het proefschrift zullen possibiliteitsmaten ook een
behavioristische interpretatie als bovenprobabiliteiten krijgen. Dat dit zinvol is blijkt onder meer uit een recente
studie van De Cooman en Walley [Wal98]. Hierin motiveren zij dat possibiliteitsmaten geschikt zijn om lingu-
istische onzekerheid te modelleren, die voortvloeit uit uitspraken in natuurlijke taal van de vorm ‘object-heeft-
eigenschap’ waarbij de eigenschap in kwestie aan een monotoniciteitseigenschap voldoet. We formuleren in
deze paragraaf hun belangrijkste resultaat.
Laten we eerst verduidelijken wat precies met een ‘monotone eigenschap’ bedoeld wordt. De uitspraak
‘Marieke is jong’ geeft gedeeltelijke informatie over de leeftijd van Marieke. De linguı¨stische informatie
‘Marieke is jong’ verhoogt onze kennis omtrent Marieke’s leeftijd, zonder evenwel volledig uitsluitsel te geven
over haar exacte leeftijd. Anders gezegd: de uitspraak ‘Marieke is jong’ leidt tot onzekerheid omtrent Marieke’s
leeftijd, die ook linguı¨stische onzekerheid genoemd wordt. Meer formeel gaan we uit van een verzameling ¦
van de mogelijke waarden voor een goed gedefinieerde, maar onbekende grootheid ¤ die een eigenschap van
een subject o aangeeft. In ons voorbeeld specificeert ¤ dus de leeftijd van Marieke. Stel nu verder dat p een
andere eigenschap van o is, die zodanig is dat kennis van de uitspraak ‘ o is p ’ informatie over ¤ oplevert. In
het voorbeeld van Marieke’s leeftijd duidt o Marieke aan, ¤ Marieke’s exacte leeftijd in jaren, en p de vage
eigenschap ‘jong’. Voor ¦ kan bijvoorbeeld het interval û «JÀt¯  «2ü genomen worden. De vage eigenschap ‘jong’
leidt tot een natuurlijke ordening van ¦ door de partie¨le-orderelatie ‘jonger dan’. Voor twee elementen q ° en
qi· uit ¦ hebben we: q ° is jonger dan qi· als en alleen als q ° ªrqi· . Of anders gezegd: q2· voldoet hoogstens
even goed aan ‘jong’ als q ° als en alleen als q ° ýsqi· . Laat t de variabele zijn (bijvoorbeeld Marieke’s leeftijd
in jaren), die de ongekende waarde ¤ (Marieke’s exacte leeftijd) aanneemt en waarvan de mogelijke waarden
behoren tot ¦ . ‘Jong’ is in het bijzonder een voorbeeld van een dalende eigenschap voor t . Bij ordening van
¦ door Ý in plaats van ý spreken we van een stijgende eigenschap. In het geval van Marieke’s leeftijd is de
eigenschap ‘jong’ dalend voor t ongeacht de specifieke keuze voor ¦ en de specifieke schaal (jaren, maanden,
enz.) voor het meten van leeftijd. We kunnen dus zonder meer zeggen dat ‘jong’ dalend is voor leeftijd.
Vanuit de voorgaande definities volgt dat p een stijgende eigenschap is voor t als en alleen als p een
dalende eigenschap is voor ®ut , met ¦ en ®¦ als verzamelingen van mogelijke waarden voor t en ®ut .
In het algemeen wordt een eigenschap p monotoon voor t genoemd wanneer er een meetfunctie vxw)2S¦zy
 voor p beschikbaar is die een meting vxw2¨	qC© ¥{ geeft voor elke mogelijke waarde q§¥;¦ van de variabele
t . Voor een koppel ¨	q ° Àq2·t©­¥G¦ · hebben we: q ° voldoet minstens even goed aan p als qi· als en alleen als
vxw2¨q
°
©ÈÝJvxw2¨qi·n© . Een monotone eigenschap p brengt dus een ordening |}w op ¦ aan: als ¨	q ° Àq2·t© ¥;¦ · , dan
q
°
|}w~qi· als en alleen als vxw%¨	q ° © Ývxw%¨	qi·\© . In het bijzonder is |}w een complete, reflexieve en transitieve
binaire relatie op ¦ . Zowel stijgende als dalende eigenschappen zijn dus monotone eigenschappen.
Onder een behavioristische interpretatie van boven- en onderprobabiliteiten resulteert een argument voor
het optreden van een gebeurtenis in een strikt positieve onderprobabiliteit voor de gebeurtenis. In dit geval is
er een bereidheid om te gokken op de gebeurtenis, waarbij de onderprobabiliteit van de gebeurtenis toeneemt
naarmate het argument in kwestie zwaarder doorweegt. Analoog geeft een argument tegen het optreden van
een gebeurtenis aanleiding tot een bovenprobabiliteit voor de gebeurtenis, die strikt kleiner dan ¯ is. Dit brengt
een bereidheid met zich mee om te gokken tegen de gebeurtenis. De bovenprobabiliteit voor de gebeurtenis
moet afnemen naarmate het betrokken argument sterker is.
De uitspraak ‘Marieke is jong’ maakt het minder aannemelijk dat Marieke’s leeftijd ¤ een zekere, vol-
doende groot gekozen leeftijd P (bijvoorbeeld S« ) overschrijdt. Of anders gezegd: de informatie ‘Marieke is
jong’ voorziet in een argument tegen de gebeurtenis ¤GÝ=P – dit is de gebeurtenis dat Marieke’s exacte leeftijd
in een jaren ten minste P bedraagt – voor voldoende grote positieve ree¨le getallen P . Dit argument weegt zwaar-
der door naarmate P toeneemt. Dezelfde informatie geeft ons echter geen argument vo´o´r het optreden van een
gebeurtenis ¤GÝ=P . Dit betekent dat we alleen een argument hebben tegen gebeurtenissen van de vorm ¤eÝP ,
PÎ¥ waarbij ÏªT¦ . Er rest nu alleen nog waarden te bepalen voor de bovenprobabiliteiten van de geneste
gebeurtenissen ¤ÆÝP , P4¥ of voor de onderprobabiliteiten van de geneste gebeurtenissen ¤ÆªQP , P4¥ .
Een analoog betoog kan gemaakt worden voor stijgende eigenschappen. In dit geval voorziet de aanwezige
linguı¨stische informatie in een argument tegen gebeurtenissen van de vorm ¤eýP , P=¥ﬁ waarbij  ªe¦ .
Laten we ten slotte overgaan naar de overkoepelende klasse van de monotone eigenschappen. Stel p is
een monotone eigenschap voor een veranderlijke t , die waarden in een niet-lege verzameling ¦ aanneemt
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en die v w als meetfunctie heeft. Dan kan p in feite beschouwd worden als een stijgende eigenschap voor de
getransformeerde veranderlijke v w ¨t© die waarden aanneemt in  w Ì ¿/v w ¨	qC©4Ä}q¥=¦Á . De voorgaande
argumentatie kan nu volledig overgenomen worden.
Voor een stijgende eigenschap p voor een veranderlijke t in ¦ tonen De Cooman en Walley het volgende
resultaat aan.
STELLING 1.116 ([Wal98]). Stel dat de bovenprobabiliteit ¨P>© van de verzameling ¿:qFÄqÏ¥=¦ en q}ýPÁ
bepaald is voor alle waarden P4¥ , waarbij  ªÆ¦ . Stel  is de stijgende ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© -waardige afbeelding,
die in een element P.¥+ gegeven is door
¨P>©ØÌa±³²J´O¿.u¨
B
©ÐÄ
B
¥ en
B
Ý=PÁ
voor zover het infimum van een niet-lege verzameling genomen wordt, en anders door ¨PE©!Ì¯ , met ¨ŁK©!Ì
¯ . Stel voorts dat de volgende voorwaarden gelden:
1. «¸ýu¨P>©ýV¯ voor alle P=¥ﬁ ;
2.  is een stijgende É® û «JÀt¯ü -afbeelding;
3. als àcáJâ ¦T¥ , dan is u¨ àcáJâ ¦©Ì ¯ ;
4. als àcáJâ +ÌQŁ , dan is à'áJâ ¿.u¨P>©Ä:P7¥ﬁÁÈÌÆ¯ ;
5.  is linkscontinu op  .
De natuurlijke extensie ¾ van de toegekende waarden ¿H¨P>© ÄP=¥ﬁ}Á tot een bovenprobabiliteit op ¦ is een
genormeerde possibiliteitsmaat met verdeling  .
Omdat monotone eigenschappen beschouwd kunnen worden als stijgende eigenschappen voor een getrans-
formeerde veranderlijke, kan het voorgaande resultaat verder uitgebreid worden naar monotone eigenschappen.
Wanneer de vijfde voorwaarde in de bovenstaande stelling niet geldt, dan is de natuurlijke extensie ¾ nog
maxitief.
De bovenstaande stelling toont aan dat possibiliteitsmaten geschikt zijn om onzekerheid te modelleren
die voortvloeit uit uitspraken in natuurlijke taal van de vorm ‘object-heeft-eigenschap’ waarbij de betrokken
eigenschap monotoon is.
HOOFDSTUK 2
Regulariteit en maxitieve inhouden
I was a trembling, because I’d got to decide, forever, betwixt two things, and I knowed it. I studied a
minute, sort of holding my breath, and then says to myself: ‘‘All right, then, I’ll go to hell [.]”
— Mark Twain (The Adventures of Huckleberry Finn)
2.1. Inleiding
2.1.1. Overzicht. In paragraaf 2.2 introduceren we de noties ‘inwendige en uitwendige regulariteit’ voor
possibiliteitsmaten. We tonen aan dat een possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte ¨£=Àj© met een complete
tralie ¨	ﬀÀtý© als codomein inwendig regulier is met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen als
haar minimale atomen compact zijn in ¨£=À!© . Met deze alternatieve karakterisering is het snel duidelijk dat
inwendige regulariteit een vrij natuurlijke eigenschap is voor possibiliteitsmaten. Wanneer het codomein ¨ﬀÀOý©
van k een direct product van complete ketens is, dan is de uitwendige regulariteit van k met betrekking tot
 volledig bepaald door het uitwendig regulier zijn van k in de atomen van haar domein j . In het bijzonder
is het bovensemicontinu zijn van de verdeling van k met betrekking tot  zowel een nodige als voldoende
voorwaarde voor de uitwendige regulariteit van k met betrekking tot  wanneer ¨ﬀÀOý© een complete keten
is. Possibiliteitsmaten zijn in het algemeen niet bovencontinu. Een uitwendig reguliere possibiliteitsmaat k
met betrekking tot een Hausdorff-topologie  , die haar waarden aanneemt in een direct product van complete
ketens, heeft dit bijzonder kenmerk wel voor zover we ons beperken tot elementen van haar domein j die
compact zijn voor  . Meer algemeen hebben we: als ¨ÄH.¥<¨ØÀOÝ©'© een dalend net is van j -meetbare
verzamelingen die compact zijn in ¨:£.À!© , dan is k×¨
3
©»Ì±ç²´3kú¨J© . Onze aandacht gaat verder
naar possibiliteitsmaten die ontstaan door uitbreiding van afbeeldingen  , die gedefinieerd zijn op een niet-lege
klasse van verzamelingen Ç en die hun waarden aannemen in een complete tralie ¨ﬀÀtý© . We tonen aan dat de
possibiliteitsmaat k – dit is de grootste possibiliteitsmaat die  uitbreidt als §¾ -consistent is – regulier is
met betrekking tot elke topologie  die Ç omvat, op voorwaarde dat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete
ketens is. We sluiten ten slotte paragraaf 2.2 af met enkele technische resultaten.
In paragraaf 2.3 gaan we na hoe de informatie van een possibiliteitsmaat, die uitwendig regulier is met
betrekking tot een niet-compacte topologie, zo getrouw mogelijk gerepresenteerd kan worden door een possi-
biliteitsmaat, die uitwendig regulier is met betrekking tot een compacte topologie. Voor het oplossen van dit
‘representatieprobleem’ voeren we twee extra voorwaarden in, die elk afzonderlijk voldoende zijn om te komen
tot de gewenste voorstelling van de gegeven possibilistische informatie. Met een aantal concrete voorbeelden
zullen we ons buigen over de eventuele beperkingen die deze voorwaarden opleggen aan de oorspronkelijke
possibiliteitsmaat.
Naar analogie met de notie ‘inhoud’ uit de maattheorie [Hal74] voeren we in paragraaf 2.4 het begrip
‘maxitieve inhoud’ in. Hiermee bedoelen we een ondergenormeerde, maxitieve afbeelding Þ op een niet-lege,
voor eindige unies gesloten klasse Ç van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ , die haar waarden
aanneemt in een tralie ¨ﬀÀOý© . Onze aandacht gaat voornamelijk uit naar de uitbreidbaarheid van maxitieve
inhouden die hun waarden aannemen in een complete tralie ¨	ﬀÀtý© . Meer bepaald geven we een aantal concrete
situaties aan waarin deze vertrouwensmaten uitgebreid kunnen worden tot reguliere possibiliteitsmaten.
Paragraaf 2.5 geeft ten slotte een wat verkorte, met paragraaf 2.2 gelijklopende studie van de inwendige en
uitwendige regulariteit van necessiteitsmaten. Hiertoe voeren we een aan de notie van inwendige regulariteit
verwant begrip in, namelijk ‘zwakke inwendige regulariteit’.
2.1.2. Afspraken over de notatie. Tenzij het uitdrukkelijk anders wordt gesteld, maken we gebruik van
de volgende notaties:
®£ is een niet-lege verzameling;
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® is een topologie op £ ;
®j is een ruim veld op £ ;
® Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van £ ;
®¨	ﬀÀOý© is een complete tralie zo dat «a(ÌÆ¯H ;
® is een afbeelding op Ç die waarden aanneemt in ¨ﬀÀOý© ;
®k is een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£=Àj© met verdeling  ;
® is een ¨	ﬀÀOý© -necessiteitsmaat op ¨:£.Àj© met verdeling q .
Wanneer ¨ﬀÀOý© een direct product is van een niet-lege familie van complete tralies  f¨ﬀ  Àtý  ©Ä¡K0¥¢Z£ , dan
noteren we zoals in paragraaf 1.4.4 ¨	ﬀÀtý© ook door ¨¡¤  ¦¥1ﬀ  Àa¤  ¦¥Eý  © . De projectie-operator van het direct
product ¨¡¤  ¦¥ ﬀ  Àa¤  ¦¥ ý  © naar ﬀ§ (met ¨¥©¢ ) duiden we aan door ªM«
§
.
We breiden een aantal notaties die in we in paragrafen 1.5.1 en 1.5.2 ingevoerd hebben uit naar afbeeldin-
gen die hun waarden aannemen in een complete tralie ¨ﬀÀOý© .
We noemen de Ç;®¬ﬀ -afbeelding 
 monotoon als voor alle ¨Å ° ÀfÅ·\©"¥ÏÇ · zo dat Å ° ªGÅ· : ¨#Å ° ©"ý=¨#Å·n© ;
 ondergenormeerd als ×¥}Ç en ¨	S©Ìa«  ;
 bovengenormeerd als £¶¥Ç en ¨£§©ÌÆ¯  ;
 genormeerd als  zowel onder- als bovengenormeerd is;
 een ¨ﬀÀOý© -vertrouwensmaat op Ç als  ondergenormeerd en monotoon is ° .
Met  kunnen we de volgende twee monotone ﬃ ¨:£§©u®¬ﬀ -afbeeldingen associe¨ren:
 de afbeelding 
?
die in een element , van ﬃ ¨:£§© gegeven is door

?
¨,×©ØÌ®­
±³²´t¿.¨#Å»©Ä:,¼ªeÅ en ÅÆ¥}ÇÁ als ,¯(Ìﬂ10
«a als ,Ìﬂ10
 de afbeelding 
?
die in een element , van ﬃ ¨:£§© gegeven is door:

?
¨	,ú©ØÌ
àcáJâ
¿H¨ÅÈ©ÄiÅ¸ªz, en ÅÆ¥}ÇÁ Ó
Merk op: 
?
¨%©»Ìp«
 als ¬(¥<Ç ; en 
?
¨	S©Ì[¨	S©»Ìp«
 als  ondergenormeerd is. Wanneer  een ¨	ﬀÀOý© -
vertrouwensmaat op Ç is, dan zijn 
?
en 
?
de grootste en kleinste monotone extensies van  tot ﬃ ¨:£Î© .
Voor een £{®e¨ﬀÀtý© -afbeelding R en een element Þ7¥ﬀ noemen we
¿:R7ªeÞÁÈÌ ¿.P.Ä/P.¥£ en Ru¨P>©ÐªdÞÁ de strikt duale snedeverzameling van R op niveau ÞZ0
¿:R7ýeÞÁÈÌ ¿.P.Ä/P.¥£ en Ru¨P>©ÐýdÞÁ de duale snedeverzameling van R op niveau ÞZ0
¿:R7µeÞÁÈÌ ¿.P.Ä/P.¥£ en Ru¨P>©ÐµdÞÁ de strikte snedeverzameling van R op niveau ÞZ0
¿:R7ÝeÞÁÈÌ ¿.P.Ä/P.¥£ en Ru¨P>©ÐÝdÞÁ de snedeverzameling van R op niveau Þ Ó
Merk op: wanneer R een j~® ﬃ ¨ﬀ"© -meetbare afbeelding is, dan zijn zowel de (strikt) duale snedeverzamelingen
als de (strikte) snedeverzamelingen van R°j -meetbaar.
De complementen van de atomen van een ruim veld j op £ – dit zijn dus j -meetbare verzamelingen
£ Í
û
PCü$± , P7¥£ – zullen we verder ook de duale atomen van j noemen.
2.2. Regulariteit van possibiliteitsmaten
De maattheoretische begrippen inwendige en uitwendige regulariteit [Hal74] kunnen we als volgt verrui-
men naar afbeeldingen die een complete tralie ¨	ﬀÀtý© als codomein hebben.
DEFINITIE 2.1. Laat Å een element van Ç zijn. Een afbeelding ²2EÇ³y´ﬀ kan voldoen aan de volgende
regulariteitsvoorwaarden.
1.  is inwendig regulier met betrekking tot  in Å als
¨Å»©!Ì
àcáJâ
¿H¨	©ÄiÅJµzp¥ÏÇ en  is compact in ¨£=À"©ﬂÁSÀ
en inwendig regulier met betrekking tot  als deze gelijkheid voor elk element Å van Ç geldt.
&
Zoals in de definitie van positieve vertrouwensmaten (zie paragraaf 1.5.1) gaan we er vanuit dat vertrouwensmaten ondergenormeerd
zijn.
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2.  is uitwendig regulier met betrekking tot  in Å als
¨ÅÈ©ØÌe±ç²´t¿.¨	¶©ÄiÅ¸ªz¶p¥Ç en ¶ is open in ¨£=À!©ﬂÁSÀ
en uitwendig regulier met betrekking tot  als deze gelijkheid voor elk element Å van Ç geldt.
3.  is regulier met betrekking tot  in Å als  zowel inwendig als uitwendig regulier is met betrekking tot
 in Å .
4.  is regulier met betrekking tot  als  zowel inwendig als uitwendig regulier is met betrekking tot  .
Wanneer het vanuit de context duidelijk is voor welke topologie een afbeelding  inwendig of uitwendig
regulier is, dan zullen we ze verder niet expliciet vernoemen en zullen we simpelweg zeggen dat  inwendig of
uitwendig regulier is in een element van haar domein Ç .
De inwendige en uitwendige regulariteit van een afbeelding  , waarvan het codomein ¨	ﬀÀtý© een direct
product van complete tralies is, is volledig bepaald door de inwendige en uitwendige regulariteit van haar
componenten.
PROPOSITIE 2.2. Onderstel dat de complete tralie ¨ﬀÀOý© het direct product van een niet-lege familie van
complete tralies ¨c¨ﬀ  ÀOý  ©Ä¡K ¥¢© is. Stel Å is een element van Ç .
1.  is inwendig regulier met betrekking tot  in Å als en alleen als ¨ ÑSK0¥¢©O¨ªE« ·  is inwendig regulier
met betrekking tot  in ÅÈ© .
2.  is uitwendig regulier met betrekking tot  in Å als en alleen als ¨ Ñ1K¸¥¢
©O¨ªE« ·  is uitwendig regulier
met betrekking tot  in ÅÈ© .
3.  is regulier met betrekking tot  in Å als en alleen als ¨8ÑSK ¥N¢©¨ªM«  ·  is regulier met betrekking tot
 in Å»© .
Wanneer een afbeelding uitwendig regulier is, dan houdt dit in essentie in dat we haar willekeurig dicht
kunnen benaderen via de waarden die zij in de open elementen van haar domein aanneemt. Inwendige regula-
riteit betekent voor een afbeelding dat we haar willekeurig dicht kunnen benaderen via de waarden die zij in de
compacte elementen van haar domein aanneemt.
Zoals uit de topologische studie in bijlage A blijkt zijn ruime ruimten topologische ruimten, waarvan alle
open delen gesloten zijn, en vice versa. De gesloten, compacte deelverzamelingen in deze ruimten zijn eindige
unies van atomen. Uit deze vaststellingen kunnen we meteen het volgende resultaat halen.
PROPOSITIE 2.3. Een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte ¨:£.Àj© is regulier met betrekking tot
het ruim veld j .
Possibiliteitsmaten die inwendig regulier zijn met betrekking tot een (willekeurige) topologie kunnen we
als volgt karakteriseren. Stel Ç is een dikke monotone klasse op £ , en laat verder k een supremumbewarende
Ç;®ﬀ -afbeelding zijn. Voor elke deelverzameling Å van £ die tot Ç behoort, hebben we dat ÅVÌQ¸°¹
%Ã
û
PCü$g ,
waardoor k×¨ÅÈ©ÈÌ àcáJâ ¹
%Ã
k×¨
û
PJüig© . Als we bijkomend onderstellen dat voor elk element P van Å het corre-
sponderend atoom û PJü g compact is in ¨:£=À!© zodra kú¨ û PCü g ©µa«a , dan is k inwendig regulier met betrekking
tot  in Å .
Omgekeerd, stel dat Ç een ruim veld op £ is, en laat de supremumbewarende afbeelding k op Ç – meer
bepaald een possibiliteitsmaat – inwendig regulier zijn met betrekking tot  . Neem vervolgens een element P
uit £ zo dat k×¨ û PJü g ©ÐµG«¦ . Bij onderstelling bestaat er dan een niet-lege deelverzameling ¥Ç die compact
is in ¨£=À!© , zo dat Åª û PCü$g . Hieruit volgt dat û PJüig7ÌQ compact is in ¨:£=À!© .
Op deze manier verkrijgen we de volgende karakterisering van inwendige regulariteit voor possibiliteits-
maten.
PROPOSITIE 2.4. Een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte ¨:£=Àj© met verdeling  is inwendig
regulier met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen als
¨ ÑxP7¥}£Î©¨¨P>©Ðµe«
º
û
PJü
± is compact in ¨:£=À!©'© Ó (2.1)
We kunnen (2.1) herformuleren aan de hand van Suzuki’s notie van een atoom van een positieve afbeelding
[Suz91, Pap95]. Laten we daartoe eerst zijn definitie herhalen. Stel  is een ¨ﬀÀtý© -waardige afbeelding, die
gedefinieerd is op een niet-lege klasse Ç van deelverzamelingen van een verzameling £ . Een element Å van Ç
zo dat ¨ÅÈ©µa«  wordt een atoom van  genoemd als en alleen als voor elk element Ö van Ç zo dat Ö O Å
e´e´n van de volgende voorwaarden geldt:
1. ¨Ö×©!Ìa«¦ ;
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2. ¨Å»©!Ìs¨#Ö×© en ¨#ÅKÍ"Ö×©!Ìa«¦ .
Keren we terug naar de possibiliteitsmaat k in propositie 2.4, dan vinden we dat een atoom , van j ook een
atoom van k is als en slechts als k×¨,ú©}µ{«  . Dit wil zeggen dat k het atoom , afbeeldt op een waarde
verschillend van «  . In feite hebben we zelfs dat deze elementen van j precies de minimale atomen van k
zijn. De atomen van k kunnen we nu als volgt karakteriseren: een j -meetbare deelverzameling Å van £ is
een atoom van k als en alleen als Å een element P bevat zo dat k×¨Å»©Ì[¨PE©×µ«  en k×¨ÅaÍ û PJü ± © Ìp«  .
Uit deze karakterisering volgt vrij eenvoudig dat de maximale atomen van k verkregen kunnen worden door
toevoeging van de j -meetbare verzameling ¿.P.Ä:P=¥£ en ¨P>©!Ìa«  Á aan de minimale atomen van k .
Met deze bevindingen kunnen we propositie 2.4 als volgt herformuleren: een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k
op een ruime ruimte ¨£=Àj© is inwendig regulier met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen als de
minimale atomen van k compact zijn in de topologische ruimte ¨£=À!© .
We kunnen voorts stellen: een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte ¨:£=Àj© is inwendig regu-
lier met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen k inwendig regulier is met betrekking tot  in de
atomen van j .
In een aantal belangrijke, praktische situaties zal aan voorwaarde (2.1) voldaan zijn. Een eerste duidelijk
geval waarin we dit hebben, is wanneer het domein van k alle open deelverzamelingen van £ bevat. Dit wil
zeggen dat ¼ªJj – en hieraan is onder meer voldaan wanneer j Ì¼»¾½­¨!© . Als gevolg hiervan is immers
elk atoom van j compact in de ruimte ¨£=À!© . Stel immers dat ¿ een open overdekking is van û PJüi± . Dit
wil zeggen: û PJüi± ª
¸
¿ . Omdat PK¥ û PCü$± , vinden we een element ¶ van ¿ÏªÀj zo dat P~¥=¶ , waardoor
û
PJüi±:ªz¶ . ¿/¶×Á is dus een eindige deeloverdekking van û PCü$± . Hieruit kunnen we besluiten dat û PCü$± inderdaad
compact is in de ruimte ¨:£.À!© .
Een tweede situatie waarin voorwaarde (2.1) klaarblijkelijk geldt, hebben we wanneer de atomen van j
singletons zijn. Dit wil zeggen: j Ì ﬃ ¨:£§© . Omdat (2.1) slechts compactheid oplegt aan de minimale atomen
van k , zal (2.1) uiteraard ook gelden wanneer deze atomen singletons zijn. Anders gezegd: wanneer we hebben
dat ¨8ÑYP7¥£§©O¨kú¨ û PCü ± ©"µG« +º û PJü ± ÌF¿HP
Ái© .
Op deze manier komen we tot het volgende resultaat.
GEVOLG 2.5. Laat j een ruim veld op £ zijn en laat k een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£.Àj© zijn. Stel
 is een topologie op £ . Als j Ì ﬃ ¨:£Î© , of meer algemeen, als  ª\j , dan is k inwendig regulier met
betrekking tot  . In het bijzonder is elke possibilistische uitbreiding van k tot ﬃ ¨:£§© altijd inwendig regulier
met betrekking tot  .
Het laatste resultaat uit dit gevolg zegt in feite dat het voor een possibiliteitsmaat vrij natuurlijk is om
inwendig regulier te zijn. Een possibiliteitsmaat kan altijd inwendig regulier gemaakt worden door ze uit te
breiden tot een possibiliteitsmaat op de machtklasse ﬃ ¨:£§© . Dit is steeds mogelijk zoals we gezien hebben
in paragraaf 1.4.4. Meer bepaald hebben we nog dat de grootste possibilistische uitbreiding van een possibi-
liteitsmaat de verdeling overneemt van de oorspronkelijke possibiliteitsmaat. Met andere woorden: als  de
verdeling is van een possibiliteitsmaat  op een ruime ruimte ¨:£=Àj© , dan heeft de grootste possibilistische
uitbreiding k van  tot ﬃ ¨:£§© dezelfde verdeling als  , namelijk Á0Ìz .
Possibiliteitsmaten zijn echter in het algemeen niet uitwendig regulier, zelfs wanneer we hun domein zo
groot mogelijk nemen, zoals uit het volgende tegenvoorbeeld blijkt.
VOORBEELD 2.6. Stel PxÂ is een willekeurig ree¨el getal en laat k de ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© -possibiliteitsmaat op ¨"À ﬃ ¨©c©
zijn, waarvan de verdeling  als volgt bepaald is:
¨PE©!Ì
­
¯ als P7¥4Í¿.PYÂiÁa0
« als PÌ*PYÂ Ó
Dan is k niet uitwendig regulier met betrekking tot de Euclidische topologie op  in ¿.PxÂ\Á .
>
Een speciale klasse van possibiliteitsmaten is echter altijd regulier (met betrekking tot een specifieke topo-
logie) in de atomen van de ruime velden waarop ze gedefinieerd zijn.
PROPOSITIE 2.7. Stel Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van £ . Laat  een afbeelding op Ç
zijn die haar waarden aanneemt in een complete tralie ¨	ﬀÀtý© . Onderstel dat j een ruim veld op £ is zo dat
ÇÐªj . Laat  een topologie op £ zijn zo dat Çª= . Dan is k}
Ä ± uitwendig regulier met betrekking tot  in
de atomen van j .
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BEWIJS. We tonen voor een element P uit £ aan dat k uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PJüi± .
Omdat k bij definitie een possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£Î© is met Á als verdeling, hebben we dat kE¨ û PJü ± ©ØÌ
àcáJâWÃ
SÄ
¹¾ÅÇÆ
Á ¨
B
© . Hieruit volgt onmiddellijk dat k} ¨ û PJüi±È©»Ý*Á ¨P>© . Kies vervolgens een element
B
uit û PJüi± .
Bij definitie van ruim veld hebben we: , ¥[jÉÈÊ, Ì
¸eË
aÌ
û Í
üi± . Uit de onderstelling Çcªj volgt
dan: ¨ ÑEÅ¥ Ç"©O¨P+¥Å º
B
¥pÅ»© . Met de definitie van Á krijgen we: Á ¨
B
©Ì¶±ç²´ ÃEgxÎ
Ã
%Ã ¨ÅÈ©.ý
±ç²´fÃEgxÎ
¹
%Ã@¨#Å»©ØÌs  ¨PE© . Als gevolg hiervan hebben we dat k   ¨ û PCü ± ©ØÌz  ¨PE© .
Merk voorts op: k} ¨,ú©"Ì à'áCâWÃ
aÌ
Á ¨
B
©"Ì
à'áJâCÃ
aÌ
±³²J´ ÃEgxÎ
Ã
%Ã ¨Å»©ýs¨,ú© voor alle ,+¥Ç . Anders
gezegd: k   wordt door  gedomineerd op Ç . Door verder gebruik te maken van de definitie van   , de
monotoniciteit van k , en de inclusies Çª=j en ÇÐª vinden we:
k

 ¨
û
PCü$± ©Ìs

 ¨P>©
Ìd±ç²´O¿H¨ÅÈ©Ä/P=¥Å en ÅÆ¥ÇÁ
ÝK±ç²´O¿/k

E¨ÅÈ©Ä/P=¥Å en Å¥ÏÇ»Á
ÝK±ç²´O¿/k

 ¨	¶©Ä:P7¥Ï¶ en ¶p¥~jþÐÐÁ
Ìd±ç²´O¿/k

E¨	¶©Ä
û
PJü ± ªs¶ en ¶¥+j þÐÁ
Ýk

 ¨
û
PJü ± ©
Ó
Bijgevolg is k} Ä ± uitwendig regulier met betrekking tot  in û PCü ± .
De grootste possibilistische extensie k} van een ¨	ﬀÀOý© -waardige afbeelding  op een niet-lege klasse Ç
van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ is wegens gevolg 2.5 zowel inwendig als uitwendig
regulier in de atomen van haar domein met betrekking tot elke topologie  op £ waarvoor de elementen van Ç
open zijn. Het volgende resultaat voegt hieraan toe dat k meer bepaald uitwendig regulier is met betrekking
tot  wanneer het codomein ¨	ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is.
PROPOSITIE 2.8. Stel Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van £ . Stel dat ÑÇ de familie van alle
willekeurige unies van elementen van Ç is, dit wil zeggen ÑÇÌ ¿:¸ÒÕÄYÒ¼ª~Ç»Á . Dan hebben we: .¥ ÑÇ en
Ç¸ª
Ñ
Ç . Laat nu
Ñ
k de ¨	ﬀÀtý© -waardige afbeelding zijn op ﬃ ¨:£§© , die voor een element , uit ﬃ ¨:£§© bepaald is
door:
Ñ
kú¨	,ú©ØÌa±³²J´O¿
à'áCâ
ÃEaÓ
¨Å»©Ä:Ò<ª4Ç en ,êªsÔ^Ò0Á Ó
Dan is uiteraard Ñkú¨%©ÌT«  . Verder hebben we de volgende resultaten.
1. kýF¨	k
ÄÕ
g
©
?
ý
Ñ
k op ﬃ ¨:£§© .
2. k   , ¨	k  Ä Õ
g
©
?
en Ñk zijn aan elkaar gelijk in de atomen van ﬃ ¨:£§© .
3. Als ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is, dan is k   Ì ¨k  Ä Õ
g
©
?
Ì
Ñ
k .
4. Stel  is een topologie op £ zo dat Çºªﬂ . Als ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is, dan
is k   regulier met betrekking tot  .
BEWIJS. Neem een element , uit ﬃ ¨£§© . Onderstel dat ÒcªÇ zo dat , ª¼¸Ò . Omdat k   gedomineerd
wordt door  op Ç , zal
k

E¨,×©Ðýk

E¨
Ô
Ò×©Ì
à'áJâ
ÃEaÓ
k

¨ÅÈ©Ðý
à'áCâ
ÃEaÓ
¨ÅÈ©À
waaruit reeds uitspraak 1 volgt.
Laten we verdergaan met het bewijs van de tweede uitspraak. Neem een element P uit £ . Met de definitie
van k vinden we:
Ñ
k×¨¿.PÁ\©Ìa±³²J´O¿
à'áCâ
ÃEaÓ
¨Å»©Ä:Ò<ª4Ç en ¿.P
Áª Ô Ò¸Á
ýG±³²J´O¿.¨#Å»©Ä%ÅÆ¥ÏÇ en P7¥ÅÊÁ»Ìs ¨P>©!Ì*k >¨-¿.PÁ\© Ó
Gebruikmakend van uitspraak 1 krijgen we dat k}¨¿.PÁ\©Ì¨k}
Ä
Õ
g
©
?
¨-¿.P
Ái©Ì
Ñ
k­¨¿HP
Á\© .
Het is voldoende om uitspraak 3 aan te tonen voor het geval waarin ¨ﬀÀtý© een complete keten is. Neem
een element Å uit ﬃ ¨:£§© . Bij definitie is k} ¨Å»©!Ì àcáJâ ¹
%Ã
±ç²´
ÌÖgxÎ
¹
aÌ
¨	,ú© . Onderstel uit het ongerijmde dat
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k ¨#Å»©ª Ñk­¨ÅÈ© . Omdat ¨ﬀÀtý© een complete keten is, hebben we: ¨8ÑYP.¥=ÅÈ©¨×S, ¹ ¥ÇÐ©¨PÎ¥Ï, ¹ en ¨, ¹ ©ª
Ñkú¨#Å»©c© . Hieruit volgt dat Å¸ª ¸ ¹
%Ã
,
¹
¥ÀÑÇ . Uit de definitie van Ñk volgt dat:
k

 ¨#Å»©Ðª Ñkú¨#Å»©Ðý
à'áJâ
¹
%Ã
¨,
¹
©
Ó
Vermits ¨ﬀÀOý© een complete keten is, bestaat er een element
B
van Å zo dat
k

 ¨#Å»©Ðª¨,
Ã
©"ª Ñkú¨#Å»©
Ó
Uit dit resultaat en de gelijkheid k ¨#Å»©ØÌ àcáJâ ¹
%Ã
±ç²´ ÌÖgxÎ
¹
aÌ ¨,×© , kunnen we een familie ¨#Ö ¹ Ä:P=¥}ÅÈ© van
elementen van Ç cree¨ren zo dat P=¥7Ö ¹ en ¨#Ö ¹ ©Ðª¨, Ã © , ÑxP7¥Å . Bijgevolg krijgen we: Å:ª*¸ ¹
%Ã
Ö
¹
¥
ÑÇ en
Ñk­¨ÅÈ©Ðý
àcáJâ
¹
%Ã
¨#Ö
¹
©Ðý¨	,
Ã
©"ªÀÑkú¨#Å»©À
wat onmogelijk is.
We eindigen met het aantonen van de laatste uitspraak. Uit de gemaakte onderstellingen en uitspraak 3
volgt dat de afbeeldingen k} en ¨k} Ä Õ
g
©
?
aan elkaar gelijk zijn. Steunend op de monotoniciteit van k} en het
feit dat ÑÇª= wanneer ÇÐª vinden we dat
k

 ¨,ú©Ìa±ç²´O¿/k

 ¨	¶©Äa,¼ª¶p¥ÐÁSÀÑÁ,¥
ﬃ
¨:£§©À
of equivalent hiermee, dat k} uitwendig regulier is met betrekking tot  . Omdat k} gedefinieerd is op ﬃ ¨£§© ,
is wegens gevolg 2.5 k} zelfs regulier met betrekking tot  .
OPMERKING 2.9. Voor een element ,ì¥Ç hebben we:
Ñ
kú¨,×©Îý¨,ú© . Wanneer  P-consistent is, dan
hebben we ook de gelijkheid
Ñ
kú¨	,ú©×Ì\¨,×© . Wanneer we verder ook hebben dat ¨	ﬀÀOý© een direct product
van complete ketens is, dan zegt het laatste resultaat van de bovenstaande stelling dat
Ñ
k ÌØk een ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£§© is. Dit betekent dat  uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat, wat op grond
van de aan  opgelegde voorwaarden ook volgt uit de in paragraaf 1.4.4 samengebrachte resultaten over het
possibilistisch uitbreidingsprobleem. Ù
We bekijken nu het geval waarin de met een Ç7®ﬀ -afbeelding  verbonden possibiliteitsmaat k} effectief
een uitbreiding van  is. We kunnen ons dan afvragen wanneer k tevens de unieke ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat
is die  uitbreidt. Laten we ons voor deze vraagstelling beperken tot possibiliteitsmaten die uitwendig regulier
zijn in de atomen van hun domein met betrekking tot een gegeven topologie  die Ç omvat. De volgende
propositie geeft een voorwaarde op Ç die voldoende is opdat k} de unieke ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat is die 
uitbreidt.
PROPOSITIE 2.10. Onderstel dat Ç een basis voor een topologie  op £ is. Laat  een afbeelding op Ç zijn die
haar waarden aanneemt in een complete tralie ¨ﬀÀOý© . Als  uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat
op een ruim veld j op £ zo dat ÇfªØj , dan is k
Ä ± de unieke ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£=Àj© die
uitwendig regulier is met betrekking tot  in de atomen van j zo dat k Ä g Ìﬂ . In het bijzonder is k Ä ± ook
inwendig regulier met betrekking tot  .
BEWIJS. Wegens propositie 2.7 is k} Ä ± een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£.Àj© die uitwendig regulier is
met betrekking tot  in de atomen van het ruim veld j . Omdat  bij onderstelling uitbreidbaar is tot een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op j , weten we uit de bespreking van het possibilistisch uitbreidingsprobleem in
paragraaf 1.4.4 dat k Ä ± de grootste possibiliteitsmaat op ¨:£=Àj© is die  uitbreidt.
Laat k een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨£=Àj© zijn die uitwendig regulier is met betrekking tot  in de
atomen van j zo dat k×Ä gKÌr . Dan is kïÌÚk Ä ± . Neem immers een element P uit £ . Omdat Ç een basis
voor  is, is  precies de klasse van alle willekeurige unies van elementen uit Ç . Als gevolg hiervan hebben
we: als ¶¥+ zo dat P=¥ﬁ¶ , dan is er een Å ¥ÏÇ zo dat P=¥Å:ª¶ . Omdat j bij onderstelling een ruim veld
op £ is zo dat ÇÐªj , hebben we verder dat bªj . Met de monotoniciteit van k vinden hiermee dat
±ç²´O¿/kú¨¶©Ä/P=¥ﬁ¶p¥ÏÇ»ÁÌa±ç²´O¿/kú¨	¶©Ä/P=¥ﬁ¶¥+Á
Ó
Dit brengt ons tot de gelijkheden:
k


¨
û
PCü
±
©Ìs


¨P>©"Ìe±ç²´O¿H¨	¶©Ä/P.¥¶p¥ÇÁ»Ìd±ç²´t¿Hkú¨¶©Ä/P7¥Ï¶p¥ÏÇ»Á
Ìd±ç²´O¿/kú¨¶©Ä/P7¥Ï¶¥ÐÁÈÌa±³²J´O¿Hk×¨	¶©Ä
û
PCü
±
ªz¶¥+Á»Ìﬂkú¨
û
PJü
±
©
Ó
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De possibiliteitsmaten k en k zijn dus aan elkaar gelijk in de atomen van j . Bijgevolg hebben we dat
kTÌﬂk
Ä ± .
OPMERKING 2.11. Uit de bespreking van het possibilistisch uitbreidingsprobleem in paragraaf 1.4.4 volgt dat
 uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat, wanneer  P-consistent is en aan ten minste e´e´n van de
voldoende voorwaarden voor uitbreidbaarheid ¨, ° © , ¨	,·\© , ¨	,¹\© of ¨	,uÛ\© voldoet. Ù
GEVOLG 2.12. Laat ²2?ÇJyÜﬀ een P-consistente afbeelding zijn waarvan het domein Ç een basis voor een
topologie  op een verzameling £ is en die een direct product ¨	ﬀÀOý© van complete ketens als codomein
heeft. Voor elk ruim veld j op £ zo dat Ç ªrj is k}Ä ± de unieke, met betrekking tot  reguliere ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op j die  uitbreidt.
BEWIJS. Omdat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is en ÇêªJ , volgt uit propositie 2.8 dat k
een met betrekking tot  reguliere ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨£§© is. Uit  ªj en gevolg 2.5 volgt on-
middellijk dat k
Ä ± inwendig regulier is met betrekking tot  . Omdat k} uitwendig regulier is met betrekking
tot  en omdat Nªj , hebben we voor elk element Å ¥Ðj :
k


Ä ± ¨ÅÈ©ØÌ*k

E¨Å»©!Ìd±ç²´O¿/k

E¨	¶©»ÄiÅ¸ªs¶ en ¶¥+Á»Ìa±³²´t¿Hk EÄ ± ¨¶©ÄiÅ¸ªs¶ en ¶p¥+=þÝj=Á Ó
Als gevolg hiervan is k}
Ä ± eveneens regulier met betrekking tot  . Omdat  in het bijzonder P-consistent
is, volgt uit de bespreking van het possibilistisch uitbreidingsprobleem in paragraaf 1.4.4 dat k Ä ± een uit-
breiding van  tot ¨:£=Àj© is. Wegens propositie 2.10 is k}
Ä ± de unieke, met betrekking tot  reguliere
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op j die  uitbreidt.
Possibiliteitsmaten zijn volledig bepaald door hun verdelingen, dit wil zeggen door de waarden die zij
aannemen in de atomen van het ruim veld dat fungeert als hun domein. We kunnen ons bijgevolg afvragen
of uit de uitwendige regulariteit van een possibiliteitsmaat in de atomen van haar domein ook de uitwendige
regulariteit in alle elementen van haar domein volgt? De volgende propositie geeft een voor deze implicatie
voldoende voorwaarde op het codomein van de possibiliteitsmaat.
PROPOSITIE 2.13. Stel ¨ﬀÀOý© is een direct product van complete ketens. Een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat k op
een ruime ruimte ¨£=Àj© is uitwendig regulier met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen als k
uitwendig regulier is met betrekking tot  in de atomen van j .
BEWIJS. Wegens propositie 2.2 is het voldoende om de eigenschap aan te tonen voor het geval dat ¨ﬀÀtý© een
complete keten is. Onderstel dat k uitwendig regulier is met betrekking tot  in de atomen van j . Neem een
willekeurig element Å uit j . Wegens de monotoniciteit van k hebben we dat
k×¨ÅÈ©ÐýK±ç²´t¿Hkú¨¶©ÄiÅ:ªz¶p¥Ð=þ~j=Á
Ó
Als k×¨Å»©×Ì{¯. , dan is de ongelijkheid in de voorgaande uitdrukking natuurlijk een gelijkheid, waardoor k
bijgevolg uitwendig regulier is met betrekking tot  in Å . Laten we nu het geval bekijken waarin kú¨ÅÈ©ªF¯  .
Onderstel uit het ongerijmde dat kú¨#Å»©ªaÞÌT±³²´t¿Hk×¨	¶©ÈÄ2Å¸ªs¶¥+=þ~j7Á . Er zijn nu twee mogelijkheden.
Ofwel bestaat er een element e¥ﬀ zo dat k×¨ÅÈ©­ªJaªpÞ . Neem een element P uit Å . Dan is û PJü ± ªpÅ .
Omdat k uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PJü ± en kú¨ û PCü ± ©ýQkú¨ÅÈ©»ªs , bestaat er een element
¶
¹ van .þ~j zo dat û PCü ± ª*¶ ¹ en k×¨ û PJü ± ©Ðýskú¨¶ ¹ ©ª= . Stel ¶ Ì
¸
¹
%Ã
¶
¹
. Dan is ¶É¥.þ~j , Å:ª*¶
en kú¨¶©!Ì àcáJâ ¹
%Ã
kú¨	¶
¹
©ý.ªdÞ , wat strijdig is met de definitie van Þ . We hebben bijgevolg dat
k×¨ÅÈ©ØÌd±ç²´t¿Hkú¨¶©ÄiÅ:ªz¶p¥Ð=þ~j=Á
Ó
Ofwel zijn er geen elementen  van ﬀ zo dat kú¨ÅÈ©Îª,ª Þ . Neem dan een element P uit Å . Er zijn
weer twee mogelijkheden. Ofwel is kú¨ û PCü ± ©­ª[kú¨#Å»© . Omdat k uitwendig regulier is met betrekking tot 
in û PJü ± , bestaat er een element ¶ ¹ ¥*4þNj zo dat û PJü ± ª¶ ¹ en k×¨ û PJü ± ©Ïý\kú¨	¶ ¹ ©Ïª\kú¨#Å»© . Ofwel is
kú¨
û
PCü
±
©ØÌsk×¨ÅÈ© . Onderstel uit het ongerijmde dat voor alle ¶¥+0þ²j zo dat û PCü ± ªs¶ geldt dat kú¨¶©ÝGÞ .
Dan is k×¨ û PJü ± ©ªTÞ=ýe±ç²´O¿/kú¨	¶©ÈÄ û PJü ± ªs¶¥+=þ~j7Á , wat strijdig is met het uitwendig regulier zijn van k
met betrekking tot  in û PJüi± . Bijgevolg bestaat er een element ¶ ¹ ¥+=þÝj zo dat û PCü$±:ªs¶ ¹ en kú¨¶ ¹ ©ÐªGÞ .
Als gevolg hiervan hebben we dat kú¨¶ ¹ ©»ýQk×¨Å»©ÈªFÞ . Stel ¶ÉÌ
¸
¹
%Ã
¶
¹
. Dan is ¶,¥§þÐj , Å¼ª¶ en
kú¨¶©!Ì
à'áJâ
¹
%Ã
kú¨	¶
¹
©"ýk×¨Å»©ªeÞ , wat strijdig is met de definitie van Þ . We vinden dus opnieuw dat
k×¨ÅÈ©ØÌd±ç²´t¿Hkú¨¶©ÄiÅ:ªz¶p¥Ð=þ~j=Á
Ó
De omgekeerde bewering is triviaal om te bewijzen en vereist bovendien geen bijkomende restricties op de
complete tralie ¨	ﬀÀOý© .
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Gebruikmakend van de bovenstaande karakterisering van uitwendige regulariteit en propositie 2.7 kan een
alternatief bewijs gegeven worden voor propositie 2.8.4.
In de volgende twee proposities leggen we een verband tussen de uitwendige regulariteit van een possibi-
liteitsmaat en de bovensemicontinuiteit van haar verdeling. We tonen eerst aan dat de waarde kú¨	,ú© , die een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k aanneemt in een element , van haar domein j , kan uitgedrukt worden als het
infimum van de possibiliteiten van de (strikt) duale snedeverzamelingen van haar verdeling  , die , omvatten.
PROPOSITIE 2.14. Laat k een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte ¨:£=Àj© zijn met verdeling  , en
laat , een element van j zijn.
1. kú¨,×©ØÌd±ç²´t¿Hkú¨-¿.ÎýGÞ
Á\©Ä%Þ¥ û k×¨,ú©ÀO¯  ü5Á»Ìd±ç²´t¿Hkú¨-¿.ÎýeÞ
Á\©Ä%Þ7¥ﬀÀ1,¼ªT¿H§ýeÞÁSÁ .
2. Als ¨ﬀÀOý© een complete keten is, dan is
kú¨,×©ØÌd±ç²´t¿Hkú¨-¿.ÎªGÞ
Á\©ÄSÞ¥+ﬀÀW,¼ªa¿H§ªdÞÁSÁ
Ó
BEWIJS. Neem een element , uit j . Als ÞV¥ﬀ , dan is ,Tª{¿Hý Þ
Á als en alleen als kú¨	,ú©ý Þ . Op
vrij eenvoudige wijze volgt hieruit de eerste uitspraak. Het bewijs van de tweede uitspraak gaat als volgt.
Wegens de monotoniciteit van k is kú¨	,ú©»ýa±³²J´t¿/kú¨¿H.ªdÞÁi© ÄÞ¥ﬁﬀÀ1,¼ªT¿H.ªdÞÁSÁ . Stel dat kú¨	,ú©»ª¯. .
Onderstel uit het ongerijmde dat k×¨,ú©0ªÉé7Ì+±ç²´t¿Hkú¨-¿.ÎªeÞ
Á\©0ÄÞ7¥ﬀÀ1,¼ªT¿H§ªdÞ
Á2Á . Dan zijn er twee
mogelijkheden. Ofwel bestaat er een ;¥Nﬀ zo dat kú¨,×©Èªs;ªTé . Dit impliceert dat , ª ¿H~ªsÁ . Met de
definitie van é volgt hieruit dat éÏýkú¨¿HKªQÁ\©»ýﬂ4ªÆé , wat onmogelijk is. Ofwel zijn er geen elementen
;¥©ﬀ zo dat k×¨,ú©»ªﬂ<ªFé . Dit impliceert dat , ª¿.4ªFéÁÊÌï¿.Kýﬂkú¨	,ú©Á . Met de definitie van é volgt
hieruit dat éúýzkú¨-¿.ÎªGéÁi©Ìsk×¨¿.<ýkú¨,×©Ái©"ýk×¨,ú©Ðªeé , wat onmogelijk is. In beide gevallen vinden we
dat
kú¨,×©ØÌd±ç²´t¿Hkú¨-¿.ÎªGÞ
Á\©ÄSÞ¥+ﬀÀW,¼ªa¿H§ªdÞÁSÁ
Ó
Voor het geval kú¨	,ú©ØÌ¯  is het meteen duidelijk dat de gelijkheid in de bovenstaande uitdrukking geldt.
Het tweede resultaat van propositie 2.14 geeft aan dat een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k uitwendig regulier
is met betrekking tot een topologie  op £ wanneer ¨ﬀÀOý© een complete keten is en de strikt duale snedever-
zamelingen van haar verdeling  open zijn voor de topologie  .
Stel R is een afbeelding van een verzameling £ naar een complete keten ¨ﬀÀtý© , en laat  een topologie op
£ zijn. We kunnen verder ﬀ voorzien van de Scott-topologie op de complete keten ¨	ﬀÀOÝ© . Dit is de topologie
uÞ

ÎàßYá
Ì ¿
û
«

ÀfÞ
û
ÄSÞ7¥ﬀÁ;§¿HﬀÁ [Gie80]. De afbeelding R wordt bovensemicontinu met betrekking tot  in
een element P van £ genoemd als R continu is in P met betrekking tot de topologiee¨n  op £ en uÞ

ÎàßYá
op
ﬀ . Vanuit de bovenstaande definitie volgt onmiddellijk dat R altijd bovensemicontinu is met betrekking tot 
in de elementen van de verzameling R
ß
°
¨-¿S¯

Ái© . We noemen verder R bovensemicontinu met betrekking tot 
als R bovensemicontinu is in elk element P van £ . In het bijzonder is dit equivalent met het open zijn van de
strikt duale snedeverzamelingen van R in de topologische ruimte ¨:£=À!© .
We kunnen nu de uitwendige regulariteit van possibiliteitsmaten met een complete keten als codomein als
volgt kenmerken.
PROPOSITIE 2.15. Stel ¨	ﬀÀtý© is een complete keten. Laat k een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte
¨:£.Àj© zijn met verdeling  , laat  een topologie op £ zijn, en laat P een element van £ zijn.
1. Als k uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PCü ± , dan is  bovensemicontinu met betrekking tot
 in P . Als Nªj en  bovensemicontinu is met betrekking tot  in P , dan is k uitwendig regulier met
betrekking tot  in û PJü ± .
2. k is uitwendig regulier met betrekking tot  in de atomen van j als en alleen als  bovensemicontinu
is met betrekking tot  .
BEWIJS. We tonen eerst het eerste resultaat aan. Zonder verlies aan algemeenheid mogen we onderstellen dat
¨PE©ÐªF¯
 . Laat Þ¥ﬁﬀ zo dat ¨P>©ªeÞ .
Als  uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PJü ± , dan is ¨PE©ÌV±³²J´O¿Hk×¨	¶©Ä¦P<¥¶+¥!þMj7Á . Er
bestaat dus een open omgeving ¶ ¹ van P in de ruimte ¨:£.À!© zo dat ¨P>©ÊýQk×¨	¶ ¹ ©Èª Þ . Voor elke
B
¥¬¶
¹
zal ¨
B
©ýzkú¨¶
¹
©ÐªaÞ , waardoor
B
¥Î¿.<ªdÞÁ . Dit betekent dat  bovensemicontinu is met betrekking tot 
in P .
Stel omgekeerd dat  bovensemicontinu is met betrekking tot  in P en dat  ª¼j . Dan zijn er twee
mogelijkheden. Ofwel is er een element é×¥ﬁﬀ zo dat ¨PE©ÐªGé×ªGÞ . In dit geval bestaat er een element ¶¥
zo dat P.¥N¶¼ªF¿.<ªdéÁ . Uit ªj volgt dat ¶É¥+j , û PCü$±Åªﬂ¶ en ¨PE©ýskú¨¶©ýsk×¨¿.;ªdéÁi©ýdé­ªdÞ .
2.2. REGULARITEIT VAN POSSIBILITEITSMATEN 65
Ofwel zijn er geen é0¥ﬀ zo dat ¨PE©»ªaé0ªTÞ . Dan is er een element ¶ï¥ÏÐªzj zo dat û PCü$±êªﬂ¶ ªÆ¿.;ª
Þ
ÁÈÌÆ¿H§ý¨PE©Á . Bijgevolg is ¨P>©ØÌﬂkú¨¶©ªdÞ . Omdat in beide gevallen Þ een willekeurig element van ﬀ
is zo dat ¨P>©ªGÞ , is k uitwendig regulier met betrekking tot  in û PJüi± .
Het tweede resultaat volgt uit propositie 2.14.2 en het eerste resultaat.
Met propositie 2.13 en het voorgaande resultaat kunnen we de uitwendige regulariteit van een possibili-
teitsmaat ook nog als volgt kenmerken.
GEVOLG 2.16. Stel ¨	ﬀÀOý© is een complete keten, laat k een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte
¨:£.Àj© zijn met verdeling  . Stel  is een topologie op £ . Dan zijn de volgende uitspraken equivalent.
1. k is uitwendig regulier met betrekking tot  .
2. k is uitwendig regulier met betrekking tot  in de atomen van j .
3.  is bovensemicontinu met betrekking tot  .
Possibiliteitsmaten, die uitwendig regulier zijn met betrekking tot een Hausdorff-topologie en een direct
product van complete ketens als codomein hebben, zijn voor wat de compacte elementen van hun domein
betreft ook bovencontinu, zoals duidelijk uit de volgende propositie blijkt.
PROPOSITIE 2.17. Stel ¨ﬀÀOý© is een direct product van complete ketens. Laat k een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat
op een ruime ruimte ¨:£.Àj© zijn met verdeling  , die uitwendig regulier is met betrekking tot een Hausdorff-
topologie  op £ . Als ¨.Ä¦4¥K¨ØÀOÝ©c© een dalend net van j -meetbare compacte verzamelingen in ¨:£=À!©
is, dan is
k×¨1â
3


©Ì ±ç²´
3
kú¨	

©
Ó
BEWIJS. Het is voldoende de propositie aan te tonen voor het geval waarin ¨	ﬀÀOý© een complete keten is. Stel
Ì

¦

 en stel ÞeÌ ±³²J´ 3 kú¨	  © . Uit de monotoniciteit van k volgt onmiddellijk dat k×¨	©Ïý+Þ .
Onderstel uit het ongerijmde dat k×¨	©×ªpÞ . Dan zijn er twee mogelijkheden. Ofwel bestaat er een element
é ¥¬ﬀ zo dat kú¨©ÈªVéªVÞ . Neem een element 4¥¬ . Omdat kú¨©ÈµTé bestaat er een element PW7¥¬
zo dat kú¨	© ªÉéÎªÚ¨PC © . Ofwel zijn er geen elementen éÎ¥zﬀ zo dat kú¨	© ªÉéÎª+Þ . Stel in dat geval
é§Ì Þ . Voor een element  ¥ﬂ hebben we dat àcáJâ ¹
aãWä
¨P>© ÌØkú¨©ÏÝ é§ÌÞTµ¯kú¨	© . Stel uit het
ongerijmde dat ¨P>©¸ªïé voor alle Pd¥* . Dit impliceert dat ¨PE©¸ý®kú¨	© voor alle Pa¥s . Bijgevolg
moet k×¨	J©Ì àcáJâ ¹
aã
ä
¨P>©Ðýzkú¨© , wat een strijdigheid met k×¨	©Ðªkú¨J© oplevert. Dus vinden we een
element P  ¥Ï  zo dat ¨P  ©Ýdé×µsk×¨	© . In beide gevallen beschikken we over een net ¨P  Ä§¥;¨	ÀOÝ©c©
· in de snedeverzameling ¿.pÝ éÁ zo dat P  ¥J  , ÑCÆ¥Q . Wegens gevolg 2.16 is  bovensemicontinu
met betrekking tot  . Hieruit volgt dat ¿.ÆÝ,éÁ een j -meetbare verzameling is, die gesloten is in ¨:£=À!© .
Wegens Q(ÌJ kunnen we een willekeurig, maar vast element  Â selecteren uit  . Voor elke niet-lege eindige
deelverzameling Ë van  bestaat er een element Ë¥ zo dat ËÝÀ voor alle K¥Ë en EË!ÝSÂ . Omdat
¨	Ä/.¥Î¨	ÀtÝ©'© een dalend net is, hebben we dat
P
:å
¥Ï
/å
þ=¿.ÎÝeéÁ ª
â
3aå
¨

þ+
¾æ
þ=¿H§ÝeéÁ\©
Ó
Bijgevolg heeft de klasse ¨	  þ{ ¾æ þ~¿.pÝ éÁ4ÄMÆ¥© de eindige-doorsnede-eigenschap. Omdat  bij
onderstelling een Hausdorff-topologie op £ is, is elke doorsnede   þ© ¾æ þ4¿.ÆÝ+éÁ , V¥* gesloten en
compact in ¨:£=À!© . Uit de compactheid van  ¾æ volgt dat ¿.ÉÝ éÁÈþ

3


(Ì . We vinden dus een
element
B
¥e¿HdÝéÁÐþ

3
ª[ . Dit impliceert dat k×¨	©úÝ¨
B
©ÊÝ é , wat een strijdigheid oplevert
met de onderstelling dat k×¨	©Ðªeé .
Als besluit van deze paragraaf leiden we nog twee resultaten af die we in het volgende hoofdstuk nodig
zullen hebben.
Stel k is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte ¨:£.Àj© , waarvan de verdeling het puntsgewijze
infimum is van de verdelingen van een familie ¨k  Ä.K0¥¢© van ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaten op ¨:£=Àj© . De
volgende propositie legt een verband tussen de inwendige en uitwendige regulariteit van de possibiliteitsmaten
k

, K0¥¢ met die van k .
ç
ò_èYéêô duidt een gerichte verzameling [DIRECTED SET] aan.
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PROPOSITIE 2.18. Laat ¨k  Ä¡K ¥N¢© een niet-lege familie van ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaten op een ruime ruimte
¨:£.Àj© zijn. Stel dat   de verdeling van k  , K0¥¢ is. Laat k de ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£=Àj© zijn met
verdeling  , die in een element P van £ de waarde ¨PE©ÌF±ç²´  ¦¥   ¨PE© aanneemt. Laat  een topologie op
£ zijn, en laat P een element van £ zijn.
1. Als elke k  , KÏ¥¬¢ , uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PJü ± , dan is k uitwendig regulier met
betrekking tot  in û PCü ± .
2. Onderstel dat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is. Als elke k  , KÏ¥©¢ uitwendig regulier
is met betrekking tot  , dan is k uitwendig regulier met betrekking tot  .
3. Als er een index ê¥©¢ is zo dat k
å
inwendig regulier is met betrekking tot  , dan is k inwendig regulier
met betrekking tot  .
BEWIJS. Onderstel voor elke K ¥À¢ dat k  uitwendig regulier is met betrekking tot  in û PJü ± . Wegens de
monotoniciteit van k vinden we verder dat
¨P>©ØÌÉ±ç²´

¦¥


¨P>©
ÌÉ±ç²´

¦¥
±ç²´O¿/k

¨,×©Ä/P7¥ﬁ,É¥~jþÐÐÁ
Ìa±³²J´O¿J±ç²´

¦¥
k

¨,×©Ä/P7¥ﬁ,É¥~jþÐÐÁ
ÝG±³²J´O¿Hk×¨,ú©Ä:P=¥+,É¥+jþ~Á
Ý¨PE©À
wat reeds de eerste uitspraak oplevert. De tweede uitspraak kan aangetoond worden met de eerste uitspraak en
propositie 2.13. De derde uitspraak volgt onmiddellijk uit propositie 2.4.
Ten slotte kunnen we een verband leggen tussen de regulariteit van een ¨ﬀÀOý© -waardige afbeelding  op
een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ en de regulariteit van de met 
corresponderende grootste possibilistische uitbreiding k} .
PROPOSITIE 2.19. Stel  is een ¨ﬀÀOý© -waardige afbeelding op een niet-lege klasse Ç van deelverzamelingen
van £ . Laat  een topologie op £ zijn.
1. k   is inwendig regulier met betrekking tot  .
2. Onderstel dat  uitgebreid kan worden tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat. Dit wil zeggen: k is gelijk
aan  op Ç . Als  uitwendig regulier is met betrekking tot  in ÅÆ¥}Ç , dan is k   dit ook.
3. Laat Ç een ruim veld zijn. Onderstel dat  een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op Ç is.
(a) Als  uitwendig regulier is met betrekking tot  in de atomen van Ç , dan is k   uitwendig regulier
met betrekking tot  in de atomen van ﬃ ¨£§© ;
(b) Als  uitwendig regulier is met betrekking tot  , dan is k   dit ook.
BEWIJS. De eerste uitspraak volgt onmiddellijk uit gevolg 2.5. Laten we daarom overgaan tot het bewijs van
de tweede uitspraak. Laat ÅÆ¥}Ç , dan krijgen we met de gemaakte onderstellingen dat
k

¨ÅÈ©ØÌ*¨Å»©Ìa±ç²´O¿H¨	¶©ÄiÅ¸ªs¶p¥Ð=þÏÇÁÈÌa±³²J´O¿Hk

E¨	¶©ÄiÅ ª¶p¥Ð=þÏÇÁ
ÝG±³²´t¿Hk

>¨¶©ÄiÅ:ªz¶p¥ÐÁÝzk

¨#Å»©À
waaruit inderdaad volgt dat k   uitwendig regulier is met betrekking tot  in Å .
We moeten alleen nog de derde uitspraak verifie¨ren. Neem daartoe een element Å ¥ ﬃ ¨£§© . Dan is
ﬃ
g
¨#Å»©Ì
¸
¹
%Ã
û
PJü
g
¥;Ç . De verdeling   van de ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k   op ﬃ ¨:£§© is in een element
P=¥}£ gegeven door
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waardoor
k

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Ó
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In het speciale geval waarin Å tot Ç behoort volgt hieruit dat k} ¨#Å»©ÐÌﬂ¨Å»© . Als  uitwendig regulier is met
betrekking tot  in ﬃ g ¨Å»© , dan is
k

¨ÅÈ©ØÌ*¨
ﬃ
g ¨#Å»©c©ØÌd±ç²´t¿.¨	¶©Ä
ﬃ
g ¨#Å»©ªz¶¥Ç§þÐÁ»Ìd±ç²´t¿Hk

E¨¶©Ä
ﬃ
g ¨Å»©#ªs¶p¥ÏÇ§þÐÁ
ÝG±³²´t¿Hk

>¨¶©ÄiÅ:ªz¶p¥ÐÁÊÝk

¨#Å»©
Ó
Dit betekent dat k uitwendig regulier is met betrekking tot  in Å . Uitspraak 3 volgt onmiddellijk uit het
bovenstaande resultaat.
2.3. Regulariteit van possibiliteitsmaten met betrekking tot niet-compacte topologiee¨n
We gaan na of de informatie van een gegeven uitwendig reguliere possibiliteitsmaat getrouw kan voorge-
steld worden door een possibiliteitsmaat die uitwendig regulier is met betrekking tot een compacte topologie.
Dit probleem stelt zich wanneer de gegeven possibiliteitsmaat uitwendig regulier is met betrekking tot een
niet-compacte topologie. Om de gevraagde voorstelling te verkrijgen, zullen we de verdeling van de oorspron-
kelijke possibiliteitsmaat ‘uitbreiden’ door haar domein topologisch in te bedden in een compacte topologische
ruimte.
Laten we eerst de notaties voor deze paragraaf vastleggen: k is een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op een ruime
ruimte ¨:£.Àj© met verdeling  , die uitwendig regulier is met betrekking tot een topologie  op £ in de atomen
van haar domein j . Verder onderstellen we dat Nªj .
Uit gevolg 2.5 volgt dat k inwendig regulier is met betrekking tot  . De topologische ruimte ¨£=À!© kan
steeds ingebed worden in een compacte ruimte ¨	ØÀëØ© , die een compactificatie van ¨:£=À!© wordt genoemd
(neem bijvoorbeeld de e´e´n-puntscompactificatie [Kel59]). Formeel gezien is een compactificatie [Kel59] van
¨:£.À!© een koppel ¨'¨	ØÀë"©Àì>© , waarbij

¨!Àë!© een compacte topologische ruimte is;

ì een homeomorfisme van ¨:£=À!© in ¨	ì¨:£§©Àë<þÏì¨:£Î©'© is, zo dat ì¨£§© topologisch dicht is in ¨!Àë!© ,
dit wil zeggen: de topologische sluiting ì¨:£§©íSî van ì¨:£Î© in ¨!À ë © is precies gelijk aan  .
Stel verder dat j ë een ruim veld op  is zo dat  ë ªØj ë . Dan willen we in deze paragraaf nagaan of
het mogelijk is een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat  op ¨!Àj ë © met verdeling  te construeren die de volgende
eigenschappen heeft:
¨	 ¾ú°O©~
·
ìÏÌ* ;
¨	 ¾
·
©+ is uitwendig regulier met betrekking tot  ë in de atomen van j ë .
Voorwaarde ¨	 ¾×°O© kan zinvol opgelegd worden omwille van de injectiviteit van ì en garandeert dat de gecon-
strueerde possibiliteitsmaat  getrouw de informatie van de gegeven maat k weergeeft. De tweede voorwaarde
stelt dat  aan gelijkaardige regulariteitsvoorwaarden moet voldoen als k , maar nu met betrekking tot de com-
pacte topologie  ë . Omdat een possibiliteitsmaat volledig bepaald is door haar verdeling, zal het gedrag van
 in de elementen van ÉÍAì¨£§© bepalen of aan voorwaarde ¨	 ¾ · © al dan niet zal zijn voldaan. Vermits

ë
ª=j
ë weten we met gevolg 2.5 dat  hoe dan ook inwendig regulier is met betrekking tot  ë .
We bekijken nu twee voorwaarden die we afzonderlijk zullen opleggen aan de compactificatie ¨'¨	ØÀëØ©Àì>©
om dit ‘representatieprobleem’ op te lossen.
2.3.1. Een voorwaarde op het direct beeld ï"¨ð}© . Van de compactificatie ¨'¨	ØÀë"©Àì>© kunnen we voor-
eerst eisen dat het direct beeld onder de afbeelding ì van de gegeven verzameling £ open is in de ruimte
¨!À
ë
© . Dit betekent:
¨
G
°
©ì¨£§©"¥Ðñë .
Aan deze extra voorwaarde is bijvoorbeeld voldaan wanneer ¨c¨!Àë!©Àì>© de e´e´n-puntscompactificatie van
¨:£.À!© is.
Onderstel dat  een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨	ØÀjÐë!© is die aan ¨ ¾ ° © voldoet. Dan volgt uit de extra
voorwaarde ¨ G °O© dat  uitwendig regulier is met betrekking tot  ë in de atomen van j van alle elementen van
£ na identificatie via ì , dit wil zeggen in de atomen û ì¨PE©Hüi±
î
, P7¥}£ .
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De redenering daartoe gaat als volgt. Steunend op ì¨"©"ÌQ ë þﬁì¨£§©
ªs ë , ªzj en  · ìÄ
í
Ìk­Ä
íkrijgen we met ¨	 ¾ú°O© en de uitwendige regulariteit van k in û PJüi± dat
 ¨	ì¨PE©'©ØÌ*¨PE©
Ìa±³²J´O¿Hk×¨	¶©Ä:P7¥ﬁ¶¥ÐÁ
Ìa±³²J´O¿H!¨	ì¨	¶©c©Ä/P7¥Ï¶¥ÐÁ
ÝG±³²J´O¿H!¨ò©ÐÄì¨PE©Ð¥Nò¥ÐëÁ
Ý=u¨ì¨P>©c©
Ó
Opdat voorwaarde ¨	 ¾ú·t© zou gelden moeten we nog verifie¨ren of  ook uitwendig regulier is in de atomen
û
B
ü ±
î
,
B
¥ﬁTÍì¨£§© . Anders gesteld betekent dit dat we voor elk element
B
van TÍì¨£§© moeten nagaan of
de volgende gelijkheid geldt:
 ¨
B
© Ìd±ç²´t¿HØ¨Uò©Ä
B
¥ﬁò¥+ëÐÁ
Ó (2.2)
Voor het geval dat u¨
B
© Ì ¯. zal (2.2) gelden wegens de monotoniciteit van  . Meer algemeen: kies een
element Þ uit û kú¨£§©Àt¯.>ü . Wanneer u¨
B
©Ì Þ voor alle
B
¥r+Í@ì¨:£§© , dan is  uitwendig regulier met
betrekking tot  ë in de atomen û
B
üi±
î
,
B
¥TÍì¨:£§© . We komen op deze manier tot het volgende resultaat.
PROPOSITIE 2.20. Onderstel dat ¨c¨!À ë ©Àóì?© een compactificatie van ¨£=À"© is die aan ¨ G °© voldoet. Laat
Þ7¥
û
kú¨£§©Àt¯.?ü . Onderstel dat  een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨!Àj ë © is met verdeling  , die aan ¨	 ¾×°O©
voldoet. Dan is  steeds uitwendig regulier met betrekking tot ë in de atomen û ì¨P>©Hü ±
î
, P7¥£ . Als  ¨
B
©ÌVÞ
voor alle
B
¥ÏVÍuì¨:£§© , dan voldoet  aan ¨	 ¾ú·t© . Dit wil zeggen dat  uitwendig regulier is met betrekking
tot ë in de atomen van jÐë .
Als concreet geval behandelen we nu de e´e´n-puntscompactificatie ¨c¨!Àë!©Àóì?© van ¨:£=Àj© (zie onder meer
[Kel59]). Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we onderstellen dat Ìa£¼;.¿ŁeÁ waarbij Łô(¥£ ,
ë4ÌsÏ;.¿HaÍ"Ù+ÄiÙ is gesloten en compact in ¨£=À"©ﬂÁSÀ
en dat ì de £{®{ -afbeelding is zo dat ì¨PE©"ÌÀP , ÑYPÎ¥=£ . Ten slotte vereenvoudigen we voor deze speciale
compactificatie ¨'¨!À ë ©Àóì?© de notatie tot ¨!À ë © . Omdat de e´e´n-puntscompactificatie duidelijk aan ¨ G °O©
voldoet, hebben we voor  reeds de resultaten van propositie 2.20, die we als volgt kunnen aanvullen.
PROPOSITIE 2.21. Stel dat  een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨!Àj ë © is met verdeling  zo dat Ä ½ ÌQ en

ë
ª=j
ë . Laat  b Ìd±³²J´O¿Hk×¨:£ Íñõ§©Äõ is gesloten en compact in ¨:£.À!©fÁ .
1.  is uitwendig regulier met betrekking tot  ë in alle atomen û PCü$±
î
, P=¥}£ .
2. Als  uitwendig regulier is met betrekking tot ë in ¿:ŁdÁ , dan is u¨UŁ~©"ÝYb .
3. Onderstel dat ö compleet distributief is over ±³²´ in ¨ﬀÀOý© . Dan is  uitwendig regulier met betrekking
tot ñë in de atomen van jÐë als en alleen als  ¨ŁK©ÐÝ=Yb .
BEWIJS. De eerste uitspraak werd reeds in propositie 2.20 aangetoond, die we kunnen toepassen omdat
ì¨:£§©Ìd£Õ¥+
ë waardoor inderdaad ¨ G °© geldt. Omdat £Õ¥ÐNª ë ªj ë hebben we dat û Ł;üi±
î
Ì ¿:ŁdÁ ,
en, steunend op bªj , vinden we dat
±ç²´O¿/Ø¨	¶©ÄaŁ¥ﬁ¶¥+ëÁÈÌe±ç²´t¿/Ø¨	dÍñõÎ©Ä:õ is gesloten en compact in ¨£=À"©ﬂÁÊÝxbÀöÝ ¨ŁK© (2.3)
Dit impliceert de tweede uitspraak. Als er bovendien gegeven is dat ö compleet distributief is over ±ç²´ in ¨ﬀÀtý© ,
dan is (2.3) een gelijkheid, en vinden we dat  uitwendig regulier is met betrekking tot ë in û Ł<ü ±
î
Ì¿:ŁdÁ
als en alleen als YbÐöE ¨ŁK©ØÌ ¨ŁK© , waaruit met de eerste en de tweede uitspraak de derde uitspraak volgt.
In essentie zegt propositie 2.21 ons dat een kandidaat  aan ¨ ¾ ° © en ¨	 ¾·n© voldoet wanneer de on-
gelijkheid u¨UŁ~©­ÝÉ±ç²´O¿/kú¨:£ ÍñõÎ©0Äõ is gesloten en compact in ¨£=À"©ﬂÁ geldt. Dit hoeft geen bijkomende
voorwaarde op te leggen aan de gegeven possibiliteitsmaat k . Wanneer we bijvoorbeeld in het unieke toege-
voegde element Ł de verdeling  de grootst mogelijke waarde laten aannemen, met andere woorden wanneer
we u¨UŁ~©7Ì¯  stellen, dan bepaalt  een genormeerde possibiliteitsmaat  die eigenschappen ¨	 ¾ ° © en
¨	 ¾·\© heeft.
Als besluit van onze behandeling van het gestelde probleem voor de e´e´n-puntscompactificatie bekijken
we het volgende speciale geval. Omdat ruime velden speciale topologiee¨n zijn en possibiliteitsmaten regulier
zijn met betrekking tot het ruim veld waarop ze gedefinieerd zijn (zie propositie 2.3), kunnen we de keuze
FÌrj maken. In de topologische studie van ruime velden in bijlage A wordt verder opgemerkt dat ¨:£=Àj©
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compact is als en alleen als j een eindig aantal atomen heeft. Wanneer ¨:£=Àj© niet-compact is, dan is de
e´e´n-puntscompactificatie ¨£
?
À
?
© van ¨:£=Àj© als volgt bepaald: £
?
Ìd£\;.¿:ŁdÁ waarbij Łô(¥£ , en

?
ÌzjL;.¿t£
?
Í"ÙïÄiÙ is een eindige unie van atomen van j=Á Ó
Het ruim veld j
?
Ì» ½u÷ ¨
?
© omvat 
?
. De volgende propositie karakteriseert het ruim veld j
?
via zijn
atomaire structuur. Verder geven we hierin een snelle manier om de compactheid van een deelverzameling van
£
?
na te gaan in de topologische ruimte ¨:£
?
À
?
© .
PROPOSITIE 2.22. Stel de ruime ruimte ¨£=Àj© is niet compact, laat ¨£
?
À
?
© de e´e´n-puntscompactificatie
van ¨£=Àj© zijn, waarbij £
?
Ìa£®;.¿ŁeÁ en ŁÉ(¥}£ .
1. de atomaire structuur van j
?
wordt bepaald door £
?
± ÷
Ìa£ ± ;.¿%¿ŁeÁiÁ ;
2. j O 
?
O j
?
.
Voor een deelverzameling õ van £
?
hebben we:
1. als Ł¥õ , dan is õ compact in ¨:£
?
À
?
© ;
2. als õcªG£ , dan is õ compact in ¨:£
?
À
?
© als en alleen als õ compact is in ¨:£.Àj© , en dus een eindige
unie is van atomen van j .
BEWIJS. Uit j>ª=
?
volgt dat »¾½÷S¨hj©ª»¾½÷S¨
?
©ØÌsj
?
. Als õ een eindige unie van atomen van j is, dan
is £ ÍñõÕ¥+j , waardoor
£
?
ÍñõÌ¨:£ Íõ§©Z;7¿ŁeÁÊ¥+»¾½÷S¨hj[;.¿%¿:ŁdÁ2Án©Ì*»¾½÷S¨hj©À
waaruit volgt dat 
?
ª=»¾½÷S¨hj© . Steunend op het voorgaande impliceert dit: j
?
Ìs».½u÷S¨j© . Uit propositie 1.49
volgt dan dat £
?
±
÷Ìa£
±
;.¿%¿ŁeÁiÁ .
Omdat Ł (¥Æ£ hebben we verder dat £
?
(¥j , waardoor j O 
?
. Omdat ¨:£=Àj© bij onderstelling
niet-compact is, hebben ook dat ¿:ŁdÁ¥Ðj
?
Í
?
. Bijgevolg is 
?
O
j
?
.
Stel Ö ª £
?
zo dat Ł ¥ÆÖ . Stel ¨	¶  Ä¡K0¥¢© is een open overdekking van Ö in ¨£
?
À
?
© . Omdat
Łì¥<Ö , bestaat er een index K b ¥¢ zo dat Ł ¥©¶ ø . Uit de definitie van 
?
volgt nu dat ¶ ø ÌÆ£
?
Íuõ
waarbij õ een eindige unie van atomen van j is. Bijgevolg hebben we: õ Ì
¸
Ç waarbij Ç een eindige
deelverzameling van £°± is. Laat ÑÇGÌ ¿nÅ Ä2ÅÆ¥Ç en Å4þ}ÖØ(ÌQ Á . Als ÑÇGÌQ , dan is Ö<ªz¶ ø . Hieruit volgt
dat Ö compact is in ¨£
?
À
?
© . Laten we nu het tweede geval bekijken, namelijk
Ñ
Ç¯(Ì¼ . Neem een element
Å van
Ñ
Ç . Dan bestaat er een element P>Ã¥eÅaþ=Ö . Omdat ¨	¶  Ä¾K0¥©¢© een open overdekking is van Ö in
¨:£
?
À
?
© , bestaat er een element KnÃe¥{¢ zo dat P>Ãe¥.ÅFÌ û P?Ãü ± ªﬂ¶ lù . Bijgevolg is ÖTþõ ªQ¸
ÃE
Õ
g
Å ª
¸
ÃE
Õ
g
¶

ù
. Uit ¶ ø Ì £
?
Í)õ volgt dan dat Ö ª¨ ¸
ÃE
Õ
g
¶

ù
©Ö;¬¶
ø
. We krijgen eens te meer dat Ö
compact is in ¨:£
?
À
?
© .
Stel ten slotte dat Ö ªe£ . Als Ö compact is in ¨:£
?
À
?
© , dan volgt uit Ö ªe£Łªe£
?
en jÏª
?
ook de
compactheid van Ö in ¨£=Àj© . Omgekeerd, laat Ö compact zijn in ¨£=Àj© . Omdat ê¦2J£úy£
?
2WPyûP een
continue afbeelding van ¨£=Àj© naar ¨:£
?
À
?
© is, is ÖÌaê¨Ö×© uiteraard ook compact in ¨:£
?
À
?
© .
Dus 
?
is geen ruim veld op £
?
, en j
?
heeft als atomen ¿:ŁdÁ en de atomen van j .
Het resultaat van propositie 2.21 kunnen we nu als volgt verscherpen.
PROPOSITIE 2.23. Stel k is een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£=Àj© met verdeling  . Onderstel dat  een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£
?
Àj
?
© is met  als verdeling, zo dat Ä ½VÌ* .
1.  is inwendig regulier met betrekking tot 
?
.
2.  is uitwendig regulier met betrekking tot 
?
in alle elementen van 
?
.
3. Onderstel dat ö compleet distributief is over ±ç²´ in de complete tralie ¨	ﬀÀtý© . Dan zijn de volgende
uitspraken equivalent.
(a)  is uitwendig regulier met betrekking tot 
?
in ¿:ŁdÁ .
(b)  ¨ŁK©"Ý~±ç²´O¿/kú¨:£ ÍñõÎ©Ä:õ is een eindige unie van atomen van j7Á .
(c)  is regulier met betrekking tot 
?
.
BEWIJS. Omdat 
?
ªj
?
, volgt uitspraak 1 direct uit gevolg 2.5. Het bewijs van uitspraak 2 is triviaal. Onder-
stel dat ö compleet distributief is over ±³²J´ in de complete tralie ¨	ﬀÀOý© . De equivalentie van uitspraken 3a en 3b
volgt uit propositie 2.21. Er rest ons nog de equivalentie van 3a en 3c aan te tonen. Het is direct duidelijk dat
3a uit 3c volgt. Omgekeerd, stel  is uitwendig regulier met betrekking tot 
?
in ¿:ŁdÁ . Voor het bewijs van 3c
is het wegens uitspraak 2 voldoende om aan te tonen dat  uitwendig regulier is met betrekking tot 
?
in elk
element van j
?
Íñ
?
. Neem daarom een element Å uit j
?
Í
?
. Uit de gemaakte keuze volgt dat Łì¥§Å en
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Ådþ£ ¥¬j ªJ
?
. Laat ¶{¥
?
zo dat Å ªL¶ . Dan hebben we dat ¶ Ì ¨#ÅGþ=£§©M;¶ en Ł ¥=¶ ¥
?
.
Omgekeerd, laat ü{¥{
?
zo dat Ł ¥ü , dan ¨#Åeþ7£§©M;Nü{¥{
?
en Å ª+¨Åeþ£§©E;Ïü . Uit de uitwendige
regulariteit van  met betrekking tot 
?
in ¿:ŁdÁ en de complete distributiviteit van ö over ±³²´ halen we dat
±ç²´O¿/Ø¨	¶©ÄiÅ¸ªz¶¥
?
ÁÌa±ç²´O¿/Ø¨'¨#Å4þ£§©Á;üú©ÄaŁ ¥üÉ¥+
?
Á
Ìa±ç²´O¿/Ø¨Å4þ£§©Áö+!¨	üú©Ä¦Ł¥ÏüÉ¥Ð
?
Á
ÌﬂØ¨#Å~þÏ£§©öÏ±³²´t¿H!¨	üú©Ä¦Ł¥ÏüÉ¥Ð
?
Á
ÌﬂØ¨#Å~þÏ£§©öÐØ¨¿ŁeÁi©
ÌﬂØ¨#Å»©
Ó
Bijgevolg is  uitwendig regulier met betrekking tot 
?
in Å .
Orde-compactificaties van voorwaardelijk compleet geordende ruimten voldoen ook aan ¨ G ° © . Inderdaad,
onderstel dat ¨c¨:£=Àtý©À½È© een geordende (topologische) ruimte is. Dit betekent dat £ lineair geordend is door
de relatie ý en dat ½ de topologie op £ is waarvoor de klasse van alle deelverzamelingen van £ van de vorm
¿.PdÄYP7ªz
CÁ en ¿HPeÄYP7µz
?Á , 
<¥K£ een subbasis is. ½ wordt ook de orde-topologie op ¨:£=Àtý© genoemd.
Als de keten ¨:£.ÀOý© voorwaardelijk compleet is, dan kunnen we van ¨:£=Àtý© een complete keten maken door
toevoeging van een grootste element en een kleinste element. Op deze manier vinden we een complete keten
¨ £~ÀOý© , waarin ¨:£=Àtý© topologisch kan ingebed worden via de £ ® £ -afbeelding ê die elk element P van £
op zichzelf afbeeldt, dit wil zeggen: ê¨PE©ÊÌ®P , ÑYPe¥G£ . Stel Ú<Ł is het grootste element van £ en ®ýŁ is
het kleinste element van £ . De geordende ruimte ¨c¨ £4Àtý©À
½
© is compact en wordt de orde-compactificatie
van ¨'¨£=ÀOý©À ½ © genoemd. Omdat geordende ruimten Hausdorff zijn, zijn de singletons ¿®ýŁeÁ en ¿2Ú<ŁGÁ
gesloten in 
½
, en hebben we bijgevolg dat ê¨:£Î©×Ì £ ¥ﬂ
½
. De orde-compactificatie van ¨'¨£=ÀOý©À ½ ©
voldoet bijgevolg aan ¨ G ° © [Bir73, Wil70].
Stel k is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£.À ﬃ ¨:£§©c© met verdeling  , die uitwendig regulier is met be-
trekking tot de orde-topologie ½ in de atomen van ﬃ ¨£§© . Dan vinden we het volgende resultaat. Het bewijs
hiervan is gelijklopend aan dat van propositie 2.23.3 en we laten het daarom achterwege.
PROPOSITIE 2.24. Stel  is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨ £4À ﬃ ¨ £.©'© met verdeling  , zo dat  Ä ½VÌ* . Als
Ú<Łþ(¥4£ , laat CßMbÌp±³²J´  a½ àcáJâ
 
¹
Î
¹
a½
¨P>© , en als ®ýŁ (¥;£ , laat 
ß
bÌp±ç²´

a½
à'áCâ
 
¹
Î
¹
a½
¨P>© .
Onderstel dat ö compleet distributief is over ±ç²´ in de complete tralie ¨ﬀÀtý© . Dan is  uitwendig regulier met
betrekking tot de orde-topologie 
½
in de atomen van ﬃ ¨ £.© als en alleen als
 ¨5Ú<ŁK©"Ý
ßZb als ÚzŁô(¥£ en  ¨-®ýŁK©"Ý
ß
b als ®{Łô(¥£ Ó (2.4)
Het volgende voorbeeld verduidelijkt voorwaarde (2.4) voor het geval dat we  interpreteren als de possi-
biliteitsverdelingsfunctie  van een possibilistische veranderlijke R in ¨	ÐÀ ﬃ ¨©'© .
VOORBEELD 2.25. Stel dat =Ìs de possibiliteitsverdelingsfunctie is van een possibilistische veranderlijke ¹
R in ¨	"À ﬃ ¨©'© met de ¨ û «JÀt¯üHÀOý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀjÀk	© als basisruimte. Hiermee bedoelen we dat
R een j® ﬃ ¨	u© -meetbare ¦;®¬ -afbeelding is en dus constant is op de atomen van j . De possibiliteit dat
R een waarde P4¥{ aanneemt is dus ?¨P>©Ì[k	!¨	R
ß
°
¨¿HP
Án©c© . Met andere woorden:  is de verdeling van
de via R getransformeerde ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© -possibiliteitsmaat op ¨	"À ﬃ ¨©f© . Onderstel voorts dat k	 genormeerd
is, £ Ìú , en dat 
 de orde-topologie is op de verzameling van de ree¨le getallen  , geordend door de
natuurlijke lineaire orde. Laat   de ten opzichte van  duale necessiciteitsmaat zijn van k  Û . Dit wil
zeggen: de j  ® û «JÀO¯Oü -afbeelding   die gegeven is door
Ø¨#Å»©ØÌ¯®©kØ¨5¦ÎÍ"ÅÈ©À ÑÅV¥+j
Ó
Met R kunnen we twee dalende verdelingsfuncties associe¨ren, namelijk:
 de dalende verdelingsfunctie Ù Î  van R met betrekking tot k  , die gegeven is door
Ù
Î 
¨PE©ØÌﬂk

¨-¿O¤aÄn¤G¥7¦ en Ru¨8¤!©"µ=PÁi©ÀÒÑxP}¥ ²0
 de dalende verdelingsfunctie ÙCÎ  van R met betrekking tot  , die gegeven is door
ÙCÎ C¨P>©ØÌ*	!¨¿O¤aÄn¤e¥¦ en Ru¨:¤!©"µPÁ\©ÀÒÑYP¥  Ó

Voor een uitvoeriger behandeling van de notie ‘possibilistische veranderlijke’ verwijzen we naar paragraaf 3.4.

is de negatieoperator op òﬁﬀ ﬂHéﬃ! hé"ô zo dat
#
ò%$%ô'&(ﬃ*)+$ , ,-$.ﬀ ﬂHéﬃ! (zie voorbeeld 1.7).
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Met deze verdelingsfuncties vinden de volgende uitdrukkingen voor de waarden  ßZb en 
ß
b :
 ßZb Ì ]³±$6
 ` /ZßZb
Ù Î  ¨
©À

ß
bïÌ ¯® ]ç±$6
 `

ß
b
ÙCÎ ?¨
©
Ó
Wegens definitie 1.93 hebben we:

CßZb+Ìd« als en alleen als R is k	 -essentieel ªaÚ<Ł ;


ß
b Ìa« als en alleen als R is   -essentieel µF®ýŁ . >
2.3.2. Een voorwaarde op het verschil 0+Íñï"¨ð}© . We bespreken nu een tweede extra voorwaarde, die
we als alternatief voor ¨ G ° © kunnen opleggen om het gestelde ‘representatieprobleem’ op te lossen. We be-
perken ons hiervoor tot de situatie waarin het homeomorfisme ì toelaat de atomen van j te identificeren met
atomen van jÐë . Meer bepaald bedoelen we hiermee: û ì¨P>©ü ±
î
Ì ì¨
û
PJü ± © voor alle P¥ £ . Hieraan is
duidelijk voldaan wanneer j Ì ﬃ ¨:£§© en jÐë,Ì ﬃ ¨×© . In het bijzonder zal deze bijkomende voorwaarde
ook gelden, wanneer we de kleinst mogelijke keuzen maken voor de ruime velden j en jÐë , dit wil zeggen
wanneer j Ìz».½­¨!© en jÐë4Ì*».ë»¨ë!© , en we extra onderstellen dat ì¨£§©"¥ÐjÐë .
Laten we weer een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat  op ¨	ØÀjÐë!© nemen. Omdat ì¨:£§© een jÐë -meetbare deel-
verzameling is van  , is het zinvol om de volgende voorwaarde te formuleren:
¨
G
·
©+Ø¨TÍì¨:£Î©'©ÌT«a .
Merk op: j ë ªrj21 want ì is j{®j ë -meetbaar. Dit betekent dus dat ì
ß
°
¨òÊ©¸¥j voor elke ò¥j ë .
Onderstel dat  aan ¨	 ¾×°O© en ¨ G · © voldoet, dan hebben we voor elke ò¥Ðj ë :
Ø¨òÊ©Ì*!¨òGþì¨£§©'©Ì
àcáJâ
¹

1-354
Þ76
á
u¨ì¨P>©c©!Ì
àcáJâ
¹

1-354
Þ86
á
¨P>©!Ì*k
1
¨Uò©À
waaruit volgt dat TÌ\k1>Ä ±
î
. Omgekeerd, als aÌk1>Ä ±
î
, dan volgt ¨ G ·t© uit propositie 1.66.1 en ¨	 ¾ ° ©
vloeit voort uit de injectiviteit van ì . Als besluit kunnen we stellen dat het opleggen van de voorwaarden ¨	 ¾ ° ©
en ¨ G ·\© resulteert in de keuze van k1>Ä ±
î
voor  . Naast dit resultaat geven we in de volgende propositie een
voorwaarde op k die nodig en voldoende is opdat k 1 Ä ±
î
eigenschap ¨	 ¾Ê·n© zou hebben.
PROPOSITIE 2.26. Stel dat ¨ ÑYP<¥§£§©¨ û ì¨PE©Hü ±
î
Ì[ì¨
û
PCü
±
©'© .  voldoet aan ¨ ¾ ° © en ¨ G ·t© als en alleen als
.Ìﬂk1>Ä
±
î
. Verder voldoet k1>Ä ±
î
aan ¨	 ¾Ê·n© als en alleen als voor elke
B
¥ﬁTÍì¨:£§© :
±ç²´t¿Hkú¨ì
ß
°
¨Uò©'©Ä
B
¥Nò¥+ëÁÈÌd«

Ó
¨©
BEWIJS. Het eerste deel van de propositie werd reeds in de tekst bewezen. We geven het bewijs van het tweede
deel. Laten we de verdeling van k1>Ä ±
î
aanduiden door  .
We tonen eerst aan dat k1EÄ ±
î
altijd uitwendig regulier is met betrekking tot  ë in de atomen û ì¨PE©Hüi±
î
,
PÎ¥7£ . Omdat bij onderstelling de gelijkheid û ì¨P>©ü$±
î
ÌÀì¨
û
PCü$± © geldt voor elk element PÎ¥7£ , is ì¨£§©!Ì
ì¨
¸
¹
a½
û
PCü$±È©»Ì
¸
¹
a½
ì¨
û
PCü$± ©»Ì
¸
¹
a½
û
ì¨P>©ü$±
î
¥¬j
ë . Omdat bij onderstelling  ë ªÀj ë , vinden we
dat ì¨!© Ìë~þ¬ì¨:£§©|ª¯jÐë . Wegens het eerste deel voldoet k1>Ä ±
î
aan ¨ ¾ ° © . Omdat k uitwendig
regulier is met betrekking tot  in elk atoom û PCü ± , P;¥§£ , vinden we met de inclusies ¸ª*j en ëºªQjÐë
dat
u¨ì¨P>©c©ØÌs¨P>©
Ìd±ç²´t¿Hkú¨¶©Ä/P=¥ﬁ¶p¥ÐÁ
Ìd±ç²´t¿Hk
1
¨	ì¨	¶©c©Ä/P=¥ﬁ¶p¥ÐÁ
ÝK±ç²´t¿Hk
1
¨òÊ©Äì¨P>©Ð¥Nò¥
ë
Á
Ý ¨	ì¨PE©'©
Ó
Bijgevolg is k91?Ä ±
î
uitwendig regulier met betrekking tot ë in elk atoom û ì¨P>©ü ±
î
, P=¥}£ .
Wegens het eerste deel voldoet k91?Ä ±
î
aan ¨ G · © . Met ì¨:£§©¥Ïj ë impliceert dit dat Þ¨
B
©ÌF«a voor elk
element
B
¥ﬁTÍì¨£§© . Gebruikmakend van de voorgaande bevindingen kunnen we nu stellen:
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k 1 Ä ±
î
voldoet aan ¨ ¾·t© È k 1 Ä ±
î
uitwendig regulier is met betrekking tot ë in û
B
ü ±
î
,
B
¥ﬁ
È k91?Ä ±
î
uitwendig regulier is met betrekking tot ë in û
B
ü ±
î
,
B
¥+TÍì¨:£Î©
È ±ç²´t¿Hk1>Ä ±
î
¨ò©Ä
B
¥Ïò¥ëÁ»Ìz ¨
B
© voor alle
B
¥ﬁTÍì¨:£§©
È ±ç²´t¿Hkú¨ì
ß
°
¨Uò©'©Ä
B
¥Nò¥+ëÁÈÌd«  voor alle
B
¥TÍì¨£§© .
Hiermee is het tweede deel van de propositie aangetoond.
VOORBEELD 2.27. Onderstel dat zowel ¨£=À!© als ¨	ØÀëØ© Hausdorff-ruimten zijn. Laten we verder aanne-
men dat de drager ¿. µ¶«  Á van de verdeling  relatief compact is in ¨£=À"© . Dit wil zeggen dat ¼ Ì
¿.Îµe«aÁ.í Ì ¿.P.Ä:P=¥£ en ¨P>©²(Ìa«¦ÁHí een compacte verzameling in ¨:£=À!© is. Dan is ì¨#¼Ï© compact
in ¨!À ë © . Neem
B
¥LÉÍ@ì¨:£Î© . Dan is uiteraard
B
(¥rì¨¼Ï© . Omdat ¨!À ë © een Hausdorff-ruimte is,
is ì¨¼© in het bijzonder gesloten in ¨!À ë © . Bijgevolg is Í)ì¨#¼Ï© een open omgeving van
B
in ¨!À ë © .
Merk op: ì
ß
°
¨	ÉÍAì¨#¼Ï©'©"þK¿.+µ«  Á;Ì^ . Bijgevolg is k×¨	ì
ß
°
¨ïÍ@ì¨¼Ï©c©'©Ì«  . Dit impliceert dat
±ç²´O¿/kú¨	ì
ß
°
¨ò©c©Ä
B
¥ﬁò¥+ëÐÁÈÌa«  .
>
2.4. Maxitieve inhouden
Een belangrijk resultaat uit de additieve maattheorie is het genereren van reguliere Borelmaten door ‘in-
houden’ [Hal74]. Concreet wordt met een inhoud een additieve begrensde positieve vertrouwensmaat Þ op
de klasse ½ van alle compacta in een lokaal compacte Hausdorff-ruimte bedoeld die ‘subadditief’ is in de vol-
gende zin: als ¨Ð°iÀ · ©"¥}½ · , dan is Þ¨°1;² · ©"ýdÞ¨°O©%Ú}Þ¨	 · © . In analogie hiermee kunnen we ‘maxitieve
inhouden’ als volgt definie¨ren.
DEFINITIE 2.28. Stel Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ die
gesloten is voor eindige unies en zo dat 0¥7Ç . Laat voorts ¨	ﬀÀtý© een tralie zijn. Een Ç~®d¨	ﬀÀOý© -afbeelding
Þ die voldoet aan
¨;:=<
°
©Þ¨Å
°
©ÐýeÞ¨#Å·\© voor ¨Å ° ÀfÅ·\©"¥ÏÇ
· zo dat Å ° ªGÅ· [MONOTONICITEIT];
¨;:=<·t©Þ¨Å
°
;Å·\©ÌTÞ¨Å
°
©öÞ¨Å»·n© voor ¨#Å ° ÀcÅ»·t©"¥}Ç
· [MAXITIVITEIT];
¨;:=<¹t©Þ¨	S©ØÌd«
 [ONDERGENORMEERHEID],
wordt een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op Ç genoemd.
Vanuit de bovenstaande definitie is het onmiddellijk duidelijk dat een afbeelding Þs2Çd®=ﬀ met ¨ﬀÀOý©
een direct product van tralies   ¨	ﬀ  ÀOý  ©Ä¾K0¥©¢ £ een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op Ç is als en alleen als haar
componenten ªM«  · Þ , K0¥¢.¨ﬀ  ÀOý  © -maxitieve inhouden op Ç zijn.
De volgende propositie geeft een voorwaarde op het codomein ¨	ﬀÀtý© , die voldoende is opdat de grootste
monotone extensie van een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud eveneens een ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud is.
PROPOSITIE 2.29. Stel ¨ﬀÀOý© is een complete tralie waarin de supremumoperator ö compleet distributief is
over ±³²´ . Laat Ç een niet-lege klasse van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ zijn die gesloten
is voor eindige unies en zo dat ¥ÎÇ . De grootste monotone extensie Þ
?
van een ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud Þ
op Ç is een ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op ﬃ ¨:£§© .
BEWIJS. Neem twee elementen Å en Ö uit ﬃ ¨£§© . Wegens de monotoniciteit van Þ
?
hebben we altijd dat
Þ
?
¨#Å»©3öÊÞ
?
¨Ö×©ýGÞ
?
¨#Å+;ÊÖ×© . De omgekeerde ongelijkheid vinden we als volgt. Zonder verlies aan algemeen-
heid mogen we onderstellen dat zowel Þ
?
¨Å»©ªV¯
 als Þ
?
¨Ö­©ÐªV¯
 . Stel ,É¥}Ç zo dat Å:ªz, en laat >É¥}Ç
zo dat Ö ª?> . Omdat Å=;Ö<ªz,s;@>¥Ç krijgen we:
Þ
?
¨#Å;}Ö×©"ýdÞ¨	,*;2>Ê©ÌVÞ¨,ú©öÞ¨A>Ê©
Ó
Omdat ö bij onderstelling compleet distributief is over ±³²J´ in ¨ﬀÀtý© , vinden daaruit dat Þ
?
¨ÅÏ;×Ö×©ÐýdÞ
?
¨#Å»©Sö
Þ
?
¨#Ö×© .
Wanneer we ons beperken tot positieve vertrouwensmaten, dan weten we uit voorbeeld 1.74 dat de grootste
monotone extensie van een submodulaire, positieve vertrouwensmaat op een tralie van verzamelingen eveneens
submodulair is.
Voor modulaire, additieve vertrouwensmaten op een tralie van verzamelingen werd het volgende resultaat
aangetoond door Dubins [Dub74]. Stel dat Ç en Ò twee tralies van deelverzamelingen van een niet-lege
verzameling £ zijn met  als kleinste element. Een maat op Ç is een afbeelding B van Ç naar  of – meer
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algemeen – naar een partieel-geordende, commutatieve groep waarin elke bovenbegrensde verzameling een
supremum heeft, die de volgende eigenschappen bezit:
1. B>¨#Å»©ÚCBE¨Ö×©!ÌDBE¨Å=;Ö×©ÚEBE¨ÅGþÏÖ­© voor alle ¨ÅÊÀfÖ×©Ð¥}Ç · ;
2. als ¨#ÅÊÀcÖ­©Ð¥}Ç · zo dat Å:ªKÖ , dan is B>¨#Å»©Ðý?B>¨#Ö×© ;
3. B>¨%©ØÌa« ;
4. er bestaat een element P=¥ zo dat BE¨Å»©ý=P , ÑEÅÆ¥Ç .
Het koppel ¨8ÇÀÒú© heeft de Lebesgue-extensie-eigenschap als voor elke maat B op Ç de beperking B
?
Ä Ó
van B
?
tot Ò een maat op Ò is.
Het koppel ¨8ÇÀÒú© heeft de allocatie-eigenschap als voor alle elementen ¨#Å ° ÀcÅ·\©¥Ò · en ,+¥7Ç zo dat
,¼ªGÅ ° ;}Å· , er elementen ¨	, ° À,·n©"¥Ç · bestaan zo dat ,Ìﬂ, ° ;+,· , , ° ªGÅ ° en ,·+ªeÅ· .
VOORBEELD 2.30. Stel ¨:£=À!© is een Hausdorff-ruimte. Laat ½ de klasse van alle compacte verzamelingen in
¨:£.À!© zijn. Dan heeft ¨:½¸À!© de allocatie-eigenschap. Het door Halmos van deze eigenschap gegeven bewijs
blijft gelden bij weglating van de bijkomende onderstelling dat  lokaal compact is [Hal74]. Uiteraard wordt
deze eigenschap ook gebruikt in de door Choquet aangetoonde stelling 2.36 [Cho54, Cho69].
>
Met de bovenstaande definities heeft Dubins de volgende ‘uitbreidingsstelling’ afgeleid.
STELLING 2.31 ([Dub74]). Het koppel ¨:ÇÀÒ×© heeft de Lebesgue-extensie-eigenschap als en alleen als ¨:ÇÀÒ×©
de allocatie-eigenschap heeft.
Voor ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhouden vinden we de volgende, analoge ‘uitbreidingsstelling’.
PROPOSITIE 2.32. Stel ¨ﬀÀtý© is een complete tralie. Laat Ç en Ò twee niet-lege, voor eindige unies gesloten
klassen van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling £ zijn die  bevatten. Onderstel dat de klassen
¨8Ç»ÀÒ de volgende eigenschap hebben: als ¨Å ° ÀcÅ»·t©×¥=Ò · en ,¶¥4Ç zo dat ,ÌªÉÅ ° ;=Å»· , dan bestaan er
elementen ¨, ° À,·t©¥=Ç · zo dat , ªQ, ° ;,· , , ° ªVÅ ° en ,·PªTÅ»· . Dan is de kleinste monotone extensie
Þ
?
van een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud Þ op Ç een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op Ò .
BEWIJS. Het is meteen duidelijk dat Þ
?
voldoet aan ¨ﬁ:=< ° © en ¨;:=<¹t© . We moeten alleen nog verifie¨ren of Þ
?maxitief op Ò is. Neem twee elementen Å ° en Å· uit Ò . Uit de definitie van Þ
?
volgt dat
Þ
?
¨Å
°
;}Å·\©Ì
àcáJâ
¿iÞ¨	,ú©Ä:,<ªGÅ
°
;}Å· en ,É¥ÇÁ Ó
Laat , een element van Ç zijn zo dat ,¼ªKÅ ° ;Å»· . Dan zijn er elementen ¨	, ° À,·t©"¥}Ç · zo dat ,¼ª=, ° ;@,·
en , ° ªGÅ ° en ,·+ªGÅ»· . Omdat Þ bij onderstelling een maxitieve inhoud op Ç is, vinden we:
Þ¨	,ú©ÐýdÞ¨	,
°
;+,·\©ÌTÞ¨,
°
©öÞ¨,·\©"ýeÞ
?
¨Å
°
©öÞ
?
¨#Å·\©
Ó
Omdat dit voor elk element , van Ç geldt waarvoor , ªaÅ ° ;Å»· , krijgen we dat Þ
?
¨Å
°
;}Å·\©ýaÞ
?
¨Å
°
©ö
Þ
?
¨#Å·n© . De omgekeerde ongelijkheid volgt uiteraard uit de monotoniciteit van Þ
?
.
OPMERKING 2.33. Wanneer Ç bijkomend gesloten is onder eindige doorsneden, dan is de aan ¨8ÇÀÒú© opge-
legde voorwaarde equivalent met de onderstelling dat ¨8ÇÀÒú© de allocatie-eigenschap heeft. Ù
We voeren nu een regulariteitsvoorwaarde in waarmee we een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud kunnen uitbreiden
tot een unieke reguliere ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat.
DEFINITIE 2.34. Een vertrouwensmaat  op de klasse ½ van alle compacte verzamelingen in een topologische
ruimte ¨:£.À!© , die haar waarden aanneemt in een complete keten ¨ﬀÀOý© , wordt rechtscontinu met betrekking
tot  genoemd als voor elke ¥V½ en voor elke é4¥Àﬀ zo dat ¨	©7ª é er een element ¶¥ﬂ bestaat
waarvoor  ªs¶ zo dat voor elke  Ë
¥}½ met Åªz Ë¯ªs¶ geldt: ¨	 Ë8©"ªeé .
Het rechtscontinu zijn van  met betrekking tot een Hausdorff-topologie  op £ impliceert dat voor elk
dalend net ¨	  ÄÖï¥ ¨ØÀOÝ©'© in ½ : ¨

3


©}Ì¶±³²´
3
¨

© . De omgekeerde implicatie geldt ook
wanneer ¨£=À!© een lokaal compacte Hausdorff-ruimte is [Ang77, Del72].
Definitie 2.34 is een lichte ‘veralgemening’ van Choquets notie, die hij ingevoerd heeft voor het genereren
van reguliere capaciteiten. Hiermee bedoelt hij  -waardige afbeeldingen met de volgende eigenschappen.
DEFINITIE 2.35 ([Cho54, Cho69]). Stel ¨:£=À!© is een Hausdorff-ruimte. Een (reguliere) capaciteit op £ is
een
ﬃ
¨:£§©®  -afbeelding R met de volgende eigenschappen:
1. Ru¨ÅÈ°t©"ýsRu¨Å · © voor alle ¨Å °iÀfÅ · ©Ð¥ ﬃ ¨:£Î© · zo dat ÅÈ°íªeÅ · [MONOTONICITEIT];
2. R is ondercontinu;
3. de beperking van R tot de klasse ½ van alle compacte verzamelingen in ¨£=À"© is bovencontinu.
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Dit brengt ons tot de volgende uitbreidingsstelling van Choquet.
STELLING 2.36 ([Cho54, Cho69]). Stel R is een monotone, rechtscontinue en submodulaire afbeelding van de
klasse ½ van alle compacte verzamelingen in een Hausdorff-ruimte ¨:£=À!© naar  ß . Laat R
?
de ﬃ ¨:£§©® 
ß
-
afbeelding zijn, die gegeven is door
R
?
¨#Å»©ØÌd±³²´t¿/R
?
¨	¶©ÄiÅ¸ªz¶p¥+ÁSÀìÑÅV¥
ﬃ
¨:£§©
(de uitwendige capaciteit), waarbij
R
?
¨ÅÈ©ØÌ
àcáJâ
¿:Ru¨	©ÄiÅLµp¥½­ÁÀÒÑEÅF¥
ﬃ
¨£§©
(de inwendige capaciteit). Dan is R
?
een reguliere capaciteit die gelijk is aan R op ½ . In het bijzonder is
R
?
ÌﬂR
?
op de klasse van de ½ -Borel-verzamelingen, i.e., de monotone klasse op £ voortgebracht door ½ .
Choquets resultaat geldt uiteraard ook voor maxitieve afbeeldingen. Zoals onder meer uit de onderstaande
propositie blijkt is de geconstrueerde uitbreiding dan supremumbewarend. Door de strengere maxitiviteits-
voorwaarde op de uit te breiden afbeelding kan dit resultaat aangetoond worden door een vereenvoudiging van
het door Choquet voor stelling 2.36 geleverde bewijs. De keuze van een complete keten ¨ﬀÀtý© als codomein
brengt in essentie geen verzwaring in de verificatie van het resultaat met zich mee. Voor alle duidelijkheid
schrijven we het bewijs van dit belangrijke resultaat uit.
PROPOSITIE 2.37. Stel ¨ﬀÀOý© is een complete keten. Onderstel dat ¨:£=À!© een Hausdorff-ruimte is. Laat ½ de
klasse van alle compacte verzamelingen in ¨£=À"© zijn. Onderstel dat Þ een rechtscontinue, ¨ﬀÀOý© -maxitieve
inhoud op ½ is. Laat Þ
?
de ﬃ ¨:£Î©®©ﬀ -afbeelding zijn, die gegeven is door
Þ
?
¨Å»©!Ìe±ç²´O¿iÞ
?
¨	¶©»ÄiÅ¸ªz¶¥ÐÁSÀÒÑÅV¥
ﬃ
¨:£§©À
waarbij
Þ
?
¨Å»©!Ì
àcáJâ
¿\Þ¨	©ÄiÅÀµz¥½­ÁSÀÒÑEÅF¥
ﬃ
¨:£§©
Ó
Dan is Þ
?
een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨£§© , die Þ uitbreidt. De verdeling  van Þ
?
is gegeven door
¨PE©ÌÞ¨¿HP
Ái© , ÑYP<¥Î£ . Ten slotte is Þ
?
de unieke, met betrekking tot  reguliere, ¨ﬀÀtý© -vertrouwensmaat
op ﬃ ¨£§© die Þ uitbreidt.
BEWIJS. Het is onmiddellijk duidelijk dat zowel Þ
?
als Þ
?
monotoon zijn.
Voor een element Ò¥,½ hebben we: Þ
?
¨©ÎÌ Þ¨	©Ký Þ
?
¨© . Onderstel uit het ongerijmde dat
Þ¨	©ÐªdÞ
?
¨© . Er zijn nu twee mogelijkheden. Ofwel bestaat er een element éú¥ﬁﬀ zo dat Þ¨	©ÐªGé×ªeÞ
?
¨© .
Dan bestaat er wegens het rechtscontinu zijn van Þ een element ¶{¥ met Ýªr¶ zo dat voor elk element
 Ë"¥~½ waarvoor ÝªÚ Ë3ªÚ¶ geldt: Þ¨	 Ë8©úªé . Wegens de monotoniciteit van Þ hebben we: Þ¨¼Ï©×ªé
voor alle ¼ ¥~½ zo dat ¼ ª[¶ . Voor een element ¼ ¥~½ zo dat ¼ ª[¶ hebben we immers: Q;7¼ ¥4½
zo dat cª\À;§¼ ª¼¶ , waardoor Þ¨#¼Ï© ý Þ¨	À;§¼Ï©Ïª,é . Bijgevolg is Þ
?
¨	©Ïý Þ
?
¨	¶©Ïý,é , wat een
strijdigheid met é ªTÞ
?
¨	© oplevert. Ofwel zijn er geen elementen é ¥Nﬀ zo dat Þ¨	©»ªTé ªTÞ
?
¨	© . Omdat
Þ rechtscontinu is, bestaat er een element ¶¥J met  ª¶ zo dat voor elk element  ËÊ¥ ½ waarvoor
 ªL ËIªL¶ geldt: Þ¨	 Ë8©ª Þ
?
¨© . Wegens de monotoniciteit van Þ en de gemaakte onderstelling hebben
we: Þ¨¼Ï©0ýïÞ¨	© voor alle ¼¥G½ zo dat ¼Mª¼¶ . Bijgevolg is Þ
?
¨©¸ýÉÞ
?
¨	¶©¸ý+Þ¨©¸ª+Þ
?
¨	© , wat
onmogelijk is. Dit betekent dat Þ
?
en Þ
?
monotone uitbreidingen zijn van Þ .
Wegens propositie 2.32 en voorbeeld 2.30 hebben we dat Þ
?
een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op  is. Met
propositie 2.29 impliceert dit dat Þ
?
een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op ﬃ ¨:£§© is.
Voor een niet-lege familie ¨U¶  Ä¡K ¥N¢© van elementen van  bewijzen we nu de gelijkheid Þ
?
¨
¸

¦¥
¶

©ØÌ
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨¶

© . De ongelijkheid àcáJâ 
¦¥
Þ
?
¨	¶

©ÐýeÞ
?
¨
¸

¦¥
¶

© volgt onmiddellijk uit de monotoniciteit van
Þ
?
. Laat ï¥7½ zo dat ¼ªﬂ¸ 
¦¥
¶

. Wegens de compactheid van  bestaat er een eindige deelverzameling
¢
Ë
ª ¢ zo dat  ª ¸ 
¦¥aå
¶

. Omdat Þ
?
een maxitieve inhoud is op  krijgen we: Þ¨©=Ì Þ
?
¨©.ý
Þ
?
¨
¸

¦¥
å
¶

©ÊÌ
à'áJâ

¦¥
å
Þ
?
¨	¶

©¸ý
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨	¶

©ÊÌ
à'áJâ

¦¥
Þ
?
¨	¶

© . Dit impliceert dat Þ
?
¨
¸

¦¥
¶

©úÌ
Þ
?
¨
¸

¦¥
¶

©"ý
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨¶

© . Bijgevolg hebben we de gelijkheid Þ
?
¨
¸

¦¥
¶

©Ì
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨	¶

© .
Þ
?
is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨£§© . Neem immers een niet-lege familie ¨,  Ä¾K0¥¢
© van ele-
menten van ﬃ ¨:£Î© . Uit de monotoniciteit van Þ
?
volgt meteen dat àcáJâ 
¦¥
Þ
?
¨,

©ýTÞ
?
¨
¸

¦¥
,

© . Onderstel
uit het ongerijmde dat à'áJâ 
¦¥
Þ
?
¨,

©"ªeÞ
?
¨
¸

¦¥
,

© . Dan zijn er twee mogelijkheden. Ofwel bestaat er een
element é¥{ﬀ zo dat àcáJâ 
¦¥
Þ
?
¨,

© ªFé}ª Þ
?
¨
¸

¦¥
,

© . Dan bestaat er elementen ¶  ¥¬ , K=¥¢ zo dat
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,

ªz¶
 en Þ
?
¨¶

©ªKé . Als gevolg hiervan hebben we:
Þ
?
¨ Ô

¦¥
,

©"ýdÞ
?
¨ Ô

¦¥
¶

©Ì
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨¶

©"ýeéiÀ
en dit is strijdig met é.ªÉÞ
?
¨
¸

¦¥
,

© . Ofwel zijn er geen elementen é=¥ﬀ zo dat à'áJâ 
¦¥
Þ
?
¨,

©×ªpé=ª
Þ
?
¨U¸

¦¥
,

© . We vinden opnieuw elementen ¶  ¥ , KÎ¥*¢ zo dat ,  ªr¶  en Þ
?
¨	¶

©ÊªÉÞ
?
¨¸

¦¥
,

© .
Wegens de gemaakte onderstelling impliceert dit
Þ
?
¨
Ô

¦¥
,

©"ýdÞ
?
¨
Ô

¦¥
¶

©!Ì
àcáJâ

¦¥
Þ
?
¨¶

©Ðý
à'áCâ

¦¥
Þ
?
¨,

©À
wat onmogelijk is. Omdat Þ bij definitie ondergenormeerd is, hebben we tevens: Þ
?
¨	S©ÌTÞ
?
¨%©ØÌTÞ¨%©ØÌa«  .
Als gevolg hiervan is Þ
?
een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£Î© die Þ uitbreidt.
De verdeling  van Þ
?
is gegeven door ¨PE©ØÌTÞ
?
¨¿HP
Án©ØÌTÞ¨-¿.PÁ\© voor alle P=¥}£ .
Omdat Þ
?
ÌTÞ
?
op  hebben we dat
Þ
?
¨ÅÈ©ØÌe±ç²´t¿\Þ
?
¨¶©ÄiÅ¸ªs¶¥ÐÁÀÒÑEÅF¥
ﬃ
¨£§©
Ó
Met gevolg 2.5 volgt hieruit dat Þ
?
regulier is met betrekking tot  .
Het bewijs van de laatste bewering is triviaal.
Dit brengt ons tot het volgende algemene resultaat.
PROPOSITIE 2.38. Laat ¨£=À!© een Hausdorff-ruimte zijn en laat ¨ﬀÀOý© een complete keten zijn. Laat k een
possibiliteitsmaat op ﬃ ¨£§© zijn met verdeling  en laat Þ de beperking van k tot de klasse ½ van de compacte
verzamelingen in ¨:£=À!© zijn. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent.
1. k is regulier met betrekking tot  .
2. k is uitwendig regulier met betrekking tot  in de atomen van ﬃ ¨£§© .
3.  is bovensemicontinu met betrekking tot  .
4. Þ is een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op ½ die rechtscontinu is met betrekking tot  .
Wanneer ten minste e´e´n van de voorgaande uitspraken geldt, dan hebben we voor elk dalend net ¨	KÄYa¥
¨ØÀOÝ©c© in ½ dat kú¨

3
©Ìd±ç²´3kú¨© .
BEWIJS. De equivalenties ¯È  en  ÈGF volgen uit gevolg 2.5 en gevolg 2.16. De implicatie  º ¯
resulteert uit propositie 2.37. Het is dus voldoende om de implicatie ¯ º  te verifie¨ren. Neem een element
¥}½ . Omdat k uitwendig regulier is met betrekking tot  in  , hebben we dat
Þ¨	©ØÌﬂkú¨©ØÌa±³²´t¿Hk×¨	¶©ÄÅªs¶¥+Á
Ó
Laat é}¥ﬀ zo dat Þ¨	©úªÆé . Dan is er een element ¶ ¥{ zo dat  ªL¶ en k×¨	¶©úª é . Voor een element

Ë
¥4½ zo dat Ýª[ Ë ª[¶ vinden we natuurlijk: Þ¨	 Ë ©»ÌÚk×¨	 Ë ©úýLkú¨	¶©×ªé . Dit impliceert dat Þ een
¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op ½ is, die rechtscontinu is met betrekking tot  .
Het afsluitend deel van de propositie volgt uit propositie 2.17.
Het bijectieve verband tussen bovensemicontinue £G®  ß -afbeeldingen en maxitieve reguliere capaciteiten
op de Borel-verzamelingen van een Hausdorff-ruimte werd voor het eerst aangetoond door Choquet [Cho54]
(zie verder ook [Gra80, Nor86]). Gevolg 2.16 toont echter aan dat deze karakterisering meer algemeen ook
geldt voor uitwendig reguliere possibiliteitsmaten met een complete keten als codomein, waarbij de betrokken
topologie niet Hausdorff hoeft te zijn.
Reguliere possibiliteitsmaten met een direct product van complete ketens als codomein kunnen ook gege-
nereerd worden door maxitieve inhouden die gedefinieerd zijn op open verzamelingen.
PROPOSITIE 2.39. Stel Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van £ . Laat  een afbeelding op Ç
zijn die haar waarden aanneemt in een direct product ¨	ﬀÀtý© van complete ketens. Laat  een topologie op £
zijn zo dat ÇÐª= , en laat ½ÌÆ¿:Äa¥ ﬃ ¨£§© en  is compact in ¨:£.À!©Á . Volgende uitspraken gelden:
1. voor alle p¥}½ : k} ¨	©ØÌd±³²´t¿ à'áJâ
ÃEaÓ
¨Å»©Ä ª
¸
Ò en ÒIH~ÇÁ ;
2. als  een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op Ç is, dan is k Ì ¨
?
Ä 5©
?
, waarbij k Ä 5dÌL
?
Ä 5 een ¨	ﬀÀOý© -
maxitieve inhoud op ½ is;
3. k is een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨£§© die regulier is met betrekking tot  ;
2.4. MAXITIEVE INHOUDEN 76
4. als  P-consistent is, dan is k} een uitbreiding van  tot ﬃ ¨:£§© .
BEWIJS. Voor een element , uit ﬃ ¨£§© hebben we wegens propositie 2.8 dat
k

¨,×©Ìd±ç²´O¿
àcáJâ
ÃEaÓ
¨ÅÈ©Ä:,<ªsÔ^Ò en Ò<ª4Ç»Á
ýK±ç²´O¿
àcáJâ
ÃEaÓ
¨ÅÈ©Ä:,<ª
Ô
Ò en ÒJH4Ç»Á Ó (2.5)
Laat  ¥T½ . Onderstel dat Tª³¸Ò waarbij ÒMª,Ç . Omdat ÇÝª en  ¥V½ , bestaat er een eindige
deelverzameling ÑÒ van Ò zo dat êªs¸ ÑÒ en
±ç²´t¿
à'áCâ
K
-L
¨#Ö×©Ä¦ ª
ÔNM en M H~ÇÁý à'áCâ
ÃE
Õ
Ó
¨ÅÈ©Ðý
à'áCâ
ÃEaÓ
¨ÅÈ©
Ó
Dit impliceert dat
±ç²´O¿
àcáJâ
K
-L
¨Ö­©ÄÅª Ô
M en M H4Ç»ÁÊý~±ç²´O¿ àcáJâ
ÃEaÓ
¨ÅÈ©ÄaÅª Ô Ò en Ò¼ª~ÇÁ Ó
Met (2.5) volgt hieruit dat
k

 ¨	©Ìa±³²J´O¿
à'áCâ
ÃEaÓ
¨Å»©ÄaÅª
Ô
Ò en ÒOHKÇÁÀ (2.6)
wat uitspraak 1 aantoont.
Onderstel nu dat  een ¨	ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op Ç is. Dan is Ç bij definitie gesloten voor eindige unies
en ­¥ÏÇ . Neem een compacte verzameling ¥½ . Met (2.6) vinden we:
k


¨©ØÌa±³²´t¿
à'áJâ
ÃEaÓ
¨#Å»©Äa ª
Ô
Ò en ÒJH~ÇÁ
Ìa±³²´t¿.¨#¼Ï©ÄÅªG¼ ¥ÇÁ
Ì*
?
¨©
Ó
Bijgevolg is k   Ä 5<Ìs
?
Ä 5 . Omdat k   een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£§© is, is 
?
Ä 5 een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve
inhoud op ½ . Wegens propositie 2.8 is k} regulier met betrekking tot  . Uit de inwendige regulariteit van k
volgt dat k   Ì¨
?
Ä 5©
?
. Hiermee hebben we zowel de tweede als de derde uitspraak aangetoond.
De laatste uitspraak volgt onmiddellijk uit de in paragraaf 1.4.4 opgenomen bespreking van het possibilis-
tisch uitbreidingsprobleem.
Over de uniciteit van de possibilistische uitbreiding van P-consistente ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhouden kunnen
we ten slotte het volgende zeggen.
PROPOSITIE 2.40. Onderstel dat Ç een basis is voor een topologie  op een verzameling £ , die tevens gesloten
is voor eindige unies en  bevat. Laat Þ een P-consistente, maxitieve inhoud op Ç zijn, die haar waarden
aanneemt in een direct product van complete ketens ¨ﬀÀtý© . Voor elk ruim veld j op £ zo dat Çªj is k  í Ä ±
de unieke, met betrekking tot  reguliere ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op j die Þ uitbreidt. Ten slotte is k  í de
unieke, met betrekking tot  reguliere ¨	ﬀÀOý© -vertrouwensmaat op ﬃ ¨£§© die Þ uitbreidt.
BEWIJS. Het eerste resultaat van de propositie volgt onmiddellijk uit gevolg 2.12.
Laten we dus nog het tweede resultaat verifie¨ren. Onderstel dat P een ¨ﬀÀtý© -vertrouwensmaat op ﬃ ¨£§©
is die regulier is met betrekking tot  zo dat P Ä g ÌÞ . Stel  is een compacte verzameling in ¨£=À!© . Omdat
Ç een basis voor  is die gesloten is voor eindige unies, hebben we: als ¶ ¥¬ zo dat  ªL¶ , dan is er een
ò¥ÏÇ zo dat ÅªsòÅªz¶ . Hierdoor krijgen we:
P»¨©ØÌe±ç²´n¿PÈ¨	¶©ÄÅªs¶ en ¶¥ÐÁ
Ìe±ç²´n¿PÈ¨ò©ÐÄêªsò en ò¥ÏÇÁ
Ìe±ç²´n¿\Þ¨ò©Äa ª*ò en ò¥ÇÁ
Ìe±ç²´n¿Hk

í
¨Uò©Äêªzò en ò¥ÇÁ
Ìe±ç²´n¿Hk

í
¨Uò©Äêªzò en ò¥+Á
Ìsk

í
¨	©
Ó
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P en k  í komen dus overeen op de compacte verzamelingen in ¨:£=À!© . De inwendige regulariteit van P en k  í
met betrekking tot  impliceert dat PKÌ*k  í . Hiermee is het tweede resultaat van de propositie aangetoond.
2.5. Regulariteit van necessiteitsmaten
We bepalen karakteriseringen voor zowel de inwendige als de uitwendige regulariteit van necessiteitsma-
ten. Hiertoe voeren eerst een bijkomende notie in, namelijk ‘zwakke inwendige regulariteit’.
DEFINITIE 2.41. Onderstel dat Ç een niet-lege klasse is van deelverzamelingen van een niet-lege verzameling
£ . Laat Å een element van Ç zijn. Een afbeelding )2JÇyûﬀ is zwak inwendig regulier in Å met betrekking
tot een topologie  op £ als
¨#Å»©ØÌ
à'áCâ
¿.¨#ÙÊ©ÄiÅÀµGÙp¥}Ç en Ù is gesloten in ¨:£=À!©ﬂÁÀ
en zwak inwendig regulier met betrekking tot  als en alleen als deze gelijkheid voor elk element Å van Ç geldt.
Voor compacte Hausdorff-ruimten – waarin alle compacta gesloten verzamelingen zijn en omgekeerd –
komen de noties ‘zwakke inwendige regulariteit’ en ‘inwendige regulariteit’ met elkaar overeen. Monotone
afbeeldingen die inwendig regulier zijn met betrekking tot een Hausdorff-topologie zijn ook zwak inwendig
regulier. In Hausdorff-ruimten zijn alle compacta gesloten verzamelingen. Monotone afbeeldingen, die zwak
inwendig regulier zijn met betrekking tot een compacte topologische ruimte, zijn ten slotte ook inwendig regu-
lier.
De zwakke inwendige regulariteit van een afbeelding  met een direct product van complete tralies als
codomein is volledig bepaald door de zwakke inwendige regulariteit van haar componenten.
PROPOSITIE 2.42. Onderstel dat de complete tralie ¨ﬀÀOý© het direct product is van een niet-lege familie van
complete tralies ¨'¨ﬀ  ÀOý  ©ÊÄ¦K=¥¢© . Voor een element Å van Ç hebben we:  is zwak inwendig regulier met
betrekking tot  in Å als en alleen als ¨ Ñ1K0¥¢
©O¨ªE« ·  is zwak inwendig regulier met betrekking tot  in ÅÈ© .
Zoals enigszins te verwachten valt, vinden we voor possibiliteitsmaten de volgende, met propositie 2.4
verwante karakterisering van zwakke inwendige regulariteit.
PROPOSITIE 2.43. Een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte ¨£=Àj© met verdeling  is zwak in-
wendig regulier met betrekking tot een topologie  op £ als en alleen als
¨8ÑYP7¥}£§©¨¨PE©µK«
º
û
PCü
± is gesloten in ¨£=À!©c© Ó (2.7)
BEWIJS. Het bewijs is volledig gelijklopend aan het bewijs van propositie 2.4.
Possibiliteitsmaten zijn dus zwak inwendig regulier voor zover hun minimale atomen gesloten verzame-
lingen zijn.
Wanneer op ¨	ﬀÀtý© een negatieoperator  kan gedefinieerd worden, dan kunnen we voor een ÇF®*ﬀ -
afbeelding  een duale afbeelding ã ten opzichte van  definie¨ren. De volgende propositie legt een verband
tussen de uitwendige regulariteit van  en de zwak inwendige regulariteit van de duale afbeelding ã .
PROPOSITIE 2.44. Laat  een negatieoperator op ¨	ﬀÀOý© zijn. Laat ã de duale afbeelding ten opzichte van
 van een Ç~®ﬀ -afbeelding  zijn. Dit wil zeggen: ã is de Ç!Ë>®{ﬀ -afbeelding met Ç!ËÌÉ¿t£,Íñ, Ä,É¥ÇÁ
zo dat

ã
¨,ú©ÌQ¸¨¨£ Íñ,ú©'©ÀÒÑx,p¥Ç
Ë
Ó
Dan is  uitwendig regulier met betrekking tot  in Å ¥4Ç als en alleen als ã zwak inwendig regulier met
betrekking tot  in £,Í"Å is.
BEWIJS. Merk op:
¸¨:±ç²´O¿H¨	¶©ÄiÅ ª¶ en ¶p¥Ç§þ~ÐÁi©Ì àcáJâ ¿:¸¨¨¶©'©Ä%Å¸ªz¶ en ¶p¥Ç§þ~ÐÁ
Ì
àcáJâ
¿H
ã
¨:£ Í¶©'©Ä2Å¸ª¶p¥}Ç en ¶ is open in ¨£=À!©Á
Ì
àcáJâ
¿Hã¨ÙÊ©Äi£,Í"ÅÀµeÙp¥Ç
Ë en Ù is gesloten in ¨£=À!©Á Ó
Bij definitie is tevens  ã ¨£ ÍÐÅ»©Ì[¸¨¨#Å»©'© . Hieruit volgt dat  uitwendig regulier met betrekking tot  in
Å is als en alleen als  ã zwak inwendig regulier met betrekking tot  in £+Í"Å is.
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Omdat de inverse 
ß
°
van een negatieoperator  op ¨	ﬀÀtý© eveneens een negatieoperator op ¨	ﬀÀtý© is,
is  de duale afbeelding ten opzichte van 
ß
°
van  ã . Toepassing van de propositie geeft dan:  is zwak
inwendig regulier met betrekking tot  in ÅÉ¥§Ç als en alleen als  ã uitwendig regulier met betrekking tot 
in £ Í"Å is.
Met de bovenstaande resultaten en de gegeven karakteriseringen van de verschillende regulariteitsvoor-
waarden voor possibiliteitsmaten vermoeden we voor necessiteitsmaten de volgende, analoge eigenschappen:
® een ¨ﬀÀOý© -necessiteitsmaat is uitwendig regulier als en alleen als de duale atomen van haar domein met
necessiteit verschillend van ¯  open verzamelingen zijn;
® de zwakke inwendige regulariteit van een necessiteitsmaat  , waarvan het codomein ¨ﬀÀOý© een direct
product van complete ketens is, is volledig afhankelijk van het al dan niet zwak inwendig regulier zijn van
 in de duale atomen van haar domein.
Wegens opmerking 1.61 weten we dat de verdelingen van een necessiteitsmaat en een possibiliteitsmaat, die
elkaars dualen zijn ten opzichte van een negatieoperator  , aan elkaar gelijk zijn op samenstelling met de
negatieoperator  na. Een nodige en voldoende voorwaarde voor het zwak inwendig regulier zijn van een
necessiteitsmaat met een complete keten als codomein zullen we bijgevolg vinden in het ondersemicontinu zijn
van haar verdeling.
We geven voor elk van de bovenstaande opmerkingen een expliciet bewijs, zonder daarbij impliciet de
aanwezigheid van een negatieoperator te onderstellen. Een eerste, triviale vaststelling is natuurlijk dat necessi-
teitsmaten zowel zwak inwendig regulier als uitwendig regulier zijn met betrekking tot het domein waarop ze
gedefinieerd zijn.
PROPOSITIE 2.45. Een ¨ﬀÀOý© -necessiteitsmaat  op een ruime ruimte ¨:£=Àj© is zowel zwak inwendig als
uitwendig regulier met betrekking tot j .
BEWIJS. Alle elementen van j zijn zowel open als gesloten in ¨:£=Àj© (zie bijlage A). Tevens is  een
monotone jï®¬ﬀ -afbeelding.
Het onderstaande, aan propositie 2.4 analoge resultaat bevestigt de vooropgestelde karakterisering van
uitwendige regulariteit voor necessiteitsmaten.
PROPOSITIE 2.46. Laat j een ruim veld op £ zijn en laat  een ¨ﬀÀOý© -necessiteitsmaat op ¨£=Àj© zijn met
verdeling q . Stel  is een topologie op £ . Dan is  uitwendig regulier met betrekking tot  als en alleen als
¨ ÑxP7¥}£Î©¨	q
¨P>©ªV¯H
º
£ Í
û
PJüi± is open in ¨:£=À!©'© Ó (2.8)
BEWIJS. Onderstel dat  een ¨ﬀÀtý© -necessiteitsmaat op ¨£=Àj© is zo dat voor elke P.¥£ :
ú¨:£ Í
û
PJü
±
©)(Ì ¯
ﬁº
£,Í
û
PCü
±
¥
Ó
Neem een element Å uit j . Dan volgt uit ÅVÌ

¹
a½RQcÃ
£,Í
û
PCü$± dat
×¨Å»©"Ì ±³²´
¹
a½RQcÃ
ú¨£ Í
û
PCü$±È©ØÌe±ç²´O¿/ú¨£,Í
û
PJüi±È©Ä:P=¥£ Í"Å en ú¨:£ Í û PJüi±È©)(Ì ¯.Á Ó (2.9)
Er zijn nu twee mogelijkheden. Als ¿.P ÄEP7¥£+Í"Å en ú¨£ Í û PCü ± ©ý(Ì ¯  Á.Ì , dan is ú¨#Å»© ÌÕ¯  . Uit
de monotoniciteit van  volgt: ú¨#Å»© ÌÕ¯  Ì{±ç²´O¿/ú¨¶©7ÄuÅ¸ªz¶ en ¶p¥ÐjþÐÐÁ . Onderstel daarom dat
¿.P.Ä:P=¥£ïÍ Å en ú¨£ïÍ û PCü ± ©ý(Ì ¯  Ád(ÌQ . Wegens de gemaakte onderstelling is elke verzameling £ÉÍ û PJü ± ,
P.¥7£ ÍÐÅ zo dat ú¨£ Í û PCü ± ©²(Ì¯  open in ¨£=À!© . Tevens behoren deze verzamelingen tot j . Uit (2.9) en
de monotoniciteit van  volgt:
ú¨#Å»©ÐÝK±³²J´O¿H×¨	¶©»ÄiÅ¸ªz¶ en ¶p¥Ðjþ~ÐÁÊÝzú¨#Å»© Ó
In beide gevallen hebben we dat  uitwendig regulier is met betrekking tot  in Å .
Stel omgekeerd dat  een ¨ﬀÀOý© -necessiteitsmaat op ¨:£=Àj© is, die uitwendig regulier is met betrekking
tot  . Neem een element PV¥V£ waarvoor ×¨:£Í û PCü ± ©N(Ì¶¯  . Omdat ×¨:£§©¸ÌÕ¯  moet er een element
¶ ¥jïþN bestaan zo dat £ Í û PJü ± ª®¶ O £ . Hieruit volgt dat  O £ Í)¶fª û PJü ± . Dit impliceert dat
£ Í¶FÌ
û
PJü
± . Bijgevolg is £ Í û PJü ± Ìﬂ¶p¥+ .
De zwakke inwendige regulariteit van necessiteitsmaten met een direct product van complete ketens als
codomein is inderdaad volledig bepaald door hun al dan niet zwak inwendig regulier zijn in de duale atomen
van hun domein. Wanneer de hierbij genomen topologie Hausdorff is, dan geldt eenzelfde karakterisering ook
2.5. REGULARITEIT VAN NECESSITEITSMATEN 79
voor de inwendige regulariteit, op voorwaarde dat we ons beperken tot elementen uit het domein, die echte
deelverzamelingen zijn.
PROPOSITIE 2.47. Stel ¨ﬀÀtý© is een direct product van complete ketens. Laat  een ¨	ﬀÀtý© -necessiteitsmaat
op ¨:£=Àj© zijn en laat  een topologie op £ zijn. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent.
1.  is zwak inwendig regulier met betrekking tot  in £ Í û PCü ± , P7¥£ .
2.  is zwak inwendig regulier met betrekking tot  .
Als ¨:£=À!© een Hausdorff-ruimte is, dan hebben we ook de equivalentie van de volgende regulariteitsvoorwaar-
den:
F
Ó
 is inwendig regulier met betrekking tot  in £,Í û PJü ± , P=¥£ .

Ó
 is inwendig regulier met betrekking tot  in de elementen van jpÍ¿t£;Á .
Als ¨£=À"© een compacte topologische ruimte is, dan is  inwendig regulier met betrekking tot  in £ .
BEWIJS. Wegens proposities 2.42 en 2.2 is het voldoende om de propositie aan te tonen voor het geval waarin
¨ﬀÀOý© een complete keten is. De implicatie  º ¯ is evident. Stel daarom dat uitspraak 1 geldt. Merk op:
 is steeds (zwak) inwendig regulier met betrekking tot  in  . Neem vervolgens een element Å uit j . Als
ú¨#Å»©ÏÌ«  , dan is het onmiddellijk duidelijk dat  zwak inwendig regulier is met betrekking tot  in Å .
Onderstel daarom dat ú¨ÅÈ©Ðµe«  . We kunnen dan zonder verlies aan algemeenheid ervan uitgaan dat Å¼(Ìe£ .
Neem vervolgens een element Þ in ﬀ zo dat Þªzú¨ÅÈ© . Er zijn nu twee mogelijkheden.
Ofwel bestaat er een element V¥sﬀ zo dat ÞaªrÆª®ú¨ÅÈ© . Wegens ×¨ÅÈ©×Ì,±³²´ ¹
a½RQfÃ
ú¨:£Í
û
PCü ± ©
en uitspraak 1 bestaat er voor elk element PÉ¥£¶ÍÅ een j -meetbare verzameling Ù ¹ die gesloten is in
¨:£.À!© zo dat Ù ¹ ªÕ£ Í û PCü ± en {ª ú¨Ù ¹ ©;ý^ú¨£ Í û PCü ± © . Stel Ù Ì

¹
a½RQfÃ
Ù
¹
. Dan is Ù ª

¹
a½RQfÃ
£pÍ
û
PCü
±
ÌdÅ . Verder is Ù een j -meetbare verzameling, die gesloten is in ¨:£=À!© en die voldoet aan
Þª§ýG±ç²´
¹
a½RQcÃ
ú¨#Ù
¹
©Ìﬂú¨

¹
a½RQfÃ
Ù
¹
©Ì*×¨ÙÊ© .
Ofwel zijn er geen elementen 4¥©ﬀ zo dat Þ.ªﬂ4ªﬂú¨#Å»© . Wegens ×¨ÅÈ©ÌF±³²J´ ¹
a½SQfÃ
ú¨:£ Í
û
PCü
±
© en
uitspraak 1 bestaat er voor elk element P;¥Î£ ÍÅ een j -meetbare verzameling Ù ¹ die gesloten is in ¨:£=À!©
zo dat Ù ¹ ªK£Í û PCü ± en Þ7ªú¨Ù ¹ ©"ýzú¨:£Í û PJü ± © . Dit impliceert dat ú¨#Å»©Ðýzú¨#Ù ¹ ©Ðýú¨:£Í û PJü ± © voor
elke P4¥<£ ÍÅ . Stel Ù,Ì

¹
a½RQfÃ
Ù
¹
. Dan is Ù ª

¹
a½RQcÃ
£ Í
û
PJü
±
ÌÅ . Verder is Ù een j -meetbare
verzameling, die gesloten is in ¨:£=À!© en die voldoet aan Þªzú¨#Å»©ÐýK±³²´ ¹
a½SQfÃ
ú¨Ù
¹
©ØÌs×¨

¹
a½RQcÃ
Ù
¹
©ØÌ
ú¨#ÙÊ© .
In beide gevallen bestaat er dus een j -meetbare verzameling Ù die gesloten is in ¨:£.À!© zo dat Ù>ªÅ
en Þ~ªL×¨ÙÊ© . Omdat dit voor elk element ÞK¥ﬀ geldt zo dat ÞKªLú¨#Å»© , is  zwak inwendig regulier met
betrekking tot  in Å .
De equivalentie van uitspraken 3 en 4 kan op dezelfde manier aangetoond worden.
Het bewijs van de laatste uitspraak is triviaal.
GEVOLG 2.48. Stel ¨	ﬀÀtý© is een direct product van complete ketens. Laat  een ¨	ﬀÀOý© -necessiteitsmaat op
¨:£.Àj© zijn en laat  een Hausdorff-topologie op £ zijn. Als
àcáJâ
¿H×¨	©Äp¥Ðj en  is compact in ¨:£=À!©ﬂÁ»Ì¯.À (2.10)
dan is  inwendig regulier met betrekking tot  in de elementen £pÍ û PJüi± , P7¥£ als en alleen als  inwendig
regulier is met betrekking tot  .
OPMERKING 2.49. Voorwaarde (2.10) is een vertaling naar necessiteitsmaten toe van de notie [TIGHTNESS]
[Bil68] uit de probabiliteitsleer. Ù
De waarde ú¨,×© , die een necessiteitsmaat  met een complete keten ¨	ﬀÀOý© als codomein aanneemt in
een element , van haar domein j , kan uitgedrukt worden als het supremum van de necessiteiten van de duale
snedeverzamelingen van haar verdeling die door , omvat worden.
PROPOSITIE 2.50. Stel  is een ¨ﬀÀtý© -necessiteitsmaat op ¨:£.Àj© met verdeling q . Voor een element ,É¥~j
hebben we:
1. ú¨,×©ØÌ*×¨:£ Í¿/qÝzú¨	,ú©ﬂÁi© ;
2. als ¨	ﬀÀOý© een complete keten is, dan is ú¨	,ú©ØÌﬂú¨¿:qª×¨,ú©Á\© ;
3. als ¨	ﬀÀOý© een complete keten is, dan is ú¨	,ú©ØÌ à'áJâ ¿Hú¨-¿/qýGÞ
Á\©ÄSÞ¥ﬀ en ¿/qýeÞÁ ªz,¸Á .
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BEWIJS. Neem een element , uit j . Uit de gelijkheid ú¨	,ú©×Ì ±ç²´ ¹
a½RQÌ
q¨PE© volgt dat £Íý,Łª ¿/qGÝ
ú¨	,ú©Á , waardoor £ Í¿/qÝ×¨,ú©Á ª, . Wegens de monotoniciteit van  is
ú¨	,ú©ÐÝzú¨:£ Í¿:qÏÝzú¨	,ú©Á\© Ì ±³²´
¹
5TVU/ß
Þ
ÌZáAW
q¨PE©Ý=×¨,ú©À
waaruit onmiddellijk volgt dat ú¨	,ú©ÐÌﬂ×¨:£ Í»¿:qÝsú¨	,ú©Ái© . In het bijzonder geval dat ¨	ﬀÀOý© een complete
keten is, hebben we natuurlijk dat £,Í¿/qÝzú¨,×©Á»Ì ¿/qª=×¨,ú©Á , waardoor ×¨,ú©ØÌ*ú¨-¿/q}ª=×¨,ú©Á\© .
We moeten alleen nog de laatste uitspraak aantonen. Neem een element , uit j . Wanneer ú¨	,ú©»Ì«a ,
dan is het bewijs van de gelijkheid triviaal. Onderstel daarom dat ú¨	,ú©­µ«a . Uit de monotoniciteit van 
volgt onmiddellijk de ongelijkheid
àcáJâ
¿H×¨¿:qÏýdÞ
Á\©Ä2Þ=¥+ﬀ en ¿/qýGÞ
Á ª,0Á ýzú¨	,ú© Ó
Stel dat §¥+ﬀ zo dat =ªzú¨,×© . Er zijn nu twee mogelijkheden.
Ofwel bestaat er een element é in ﬀ zo dat Gª éªÀ×¨,ú© . Wegens ú¨	,ú©»Ì±ç²´ ¹
a½RQÌ
q
¨P>© impliceert
dit: £{Í,>ªï¿/q<µéÁ0Ìp£ Í ¿:q<ýéÁ . Bijgevolg is ¿:q<ýéÁªL, . Uit de monotoniciteit van  volgt dat
.ªGéúýG±³²J´
¹
5TXU 
ë
W
q¨P>©ØÌﬂú¨-¿/qýGéÁi©"ý=×¨,ú© .
Ofwel zijn er geen elementen é×¥ﬀ zo dat §ªeé­ªzú¨	,ú© . Dit impliceert dat £ Íñ,<ªV¿/q}µ=ÁÈÌ ¿/q}Ý
ú¨	,ú©Á . Bijgevolg is ¿/q~ý[ÁÌï£Í¿:q4µ[ÁRª®, . Uit de monotoniciteit van  volgt dat Tªr×¨,ú©¸ý
±ç²´
¹
5TVU/ßY
Þ
ÌMáAW
q¨P>©"Ìsú¨-¿/q}ýÁi©"ý=ú¨	,ú© .
Als gevolg hiervan vinden we de gelijkheid
ú¨	,ú©ØÌ
à'áCâ
¿H×¨¿/qýdÞÁi©Ä2Þ¥ﬁﬀ en ¿:qÏýdÞ
Á ª=,¸Á Ó
Het laatste resultaat van propositie 2.50 geeft aan dat een ¨	ﬀÀtý© -necessiteitsmaat  zwak inwendig regu-
lier is met betrekking tot een topologie  op £ wanneer ¨	ﬀÀtý© een complete keten is en de duale snedeverza-
melingen van haar verdeling q gesloten zijn voor de topologie  .
Stel R is een afbeelding van een verzameling £ naar een complete keten ¨	ﬀÀOý© , en laat  een topologie
op £ zijn. We kunnen verder ﬀ voorzien van de Scott-topologie op de complete keten ¨ﬀÀtý© . Dit is de
topologie uÞ

Î[Zxá
Ì,¿Oü:ÞÀO¯

üÄ?Þ¥ﬀÁu;<¿/ﬀÁ [Gie80]. De afbeelding R wordt ondersemicontinu genoemd in
een element P van £ met betrekking tot  als en alleen als R continu is in P met betrekking tot de topologiee¨n
 op £ en uÞ

Î[Zxá
op ﬀ . Vanuit de bovenstaande definitie volgt onmiddellijk dat R altijd ondersemicontinu is
met betrekking tot  in de elementen van de verzameling R
ß
°
¨¿n«

Á\© . We noemen verder R ondersemicontinu
met betrekking tot  als en alleen als R ondersemicontinu is in elk element P van £ . In het bijzonder is dit
equivalent met het open zijn van de strikte snedeverzamelingen van R in de topologische ruimte ¨:£=À!© , of dus
met het gesloten zijn van de duale snedeverzamelingen van R in ¨:£=À!© .
Zwak inwendige reguliere necessiteitsmaten met een complete keten als codomein kunnen we nu als volgt
karakteriseren.
PROPOSITIE 2.51. Stel dat ¨ﬀÀOý© een complete keten is. Laat  een ¨	ﬀÀOý© -necessiteitsmaat op ¨:£.Àj© zijn
met verdeling q en laat  een topologie op £ zijn. Dan is  zwak inwendig regulier met betrekking tot  als
en alleen als q ondersemicontinu met betrekking tot  is.
BEWIJS. Onderstel eerst dat q ondersemicontinu is met betrekking tot  . Dan volgt uit propositie 2.50.3 dat
 zwak inwendig regulier is met betrekking tot  .
Stel omgekeerd dat  zwak inwendig regulier is met betrekking tot  . Neem een element P uit £ . We
verifie¨ren of q ondersemicontinu is met betrekking tot  in P . Zonder verlies aan algemeenheid mogen we
daarbij onderstellen dat q¨PE©­µ«  . Laat ÞK¥ﬀ zo dat ÞKªrq¨P>© . Omdat q¨PE©ÊÌÚú¨£ Í û PCü ± © en  zwak
inwendig regulier is met betrekking tot  in £ Í û PJü ± , bestaat er een gesloten, j -meetbare verzameling Ù in
¨:£.À!© zo dat ÙÅªG£ïÍ û PJü ± en Þ7ªú¨ÙÊ© . Dan is £,ÍÙ een open, j -meetbare verzameling in ¨:£=À!© zo dat
P.¥
û
PJüi± ªG£,ÍÙ . Uit Þ7ªsú¨#ÙÊ©!Ìa±³²J´ ¹
a½RQX\
q¨P>© volgt ten slotte dat £ ÍÐÙ¼ªF¿/qµaÞ
Á . Hieruit volgt dat
q ondersemicontinu met betrekking tot  in P is.
HOOFDSTUK 3
Een possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling
Put this in any liquid thing you will,
And drink it off; and, if you had the strength
Of twenty men, it would dispatch you straight.
— William Shakespeare (Romeo and Juliet)
3.1. Inleiding
3.1.1. Overzicht. Als fundament voor de studie van possibilistische systemen – hiermee bedoelen we sys-
temen waarvan de beschikbare informatie gegeven is door possibiliteitsmaten – tonen we een possibilistische
consistentiestelling aan. Zoals zijn tegenhanger in de probabiliteitsleer gaat dit resultaat ervan uit dat de in-
formatie over het possibilistisch systeem aan een consistentievoorwaarde voldoet. De stelling voorziet dan in
aantal bijkomende voorwaarden, die voldoende zijn om de gegeven informatie voor te stellen door een familie
van possibilistische veranderlijken. Het bewijs van dit resultaat volgt een drietal stappen. De hoofdrol in de
eerste stap gaat naar de consistentievoorwaarde, die een getrouwe voorstelling mogelijk maakt van de over het
systeem beschikbare informatie door een maxitieve inhoud ] op een veld van verzamelingen.
In de tweede stap breiden we deze maxitieve inhoud ] uit tot een possibiliteitsmaat. Daarvoor maken we
gebruik van de in paragraaf 1.4.4 opgenomen bespreking van het possibilistisch uitbreidingsprobleem. Zoals
duidelijk uit deze bespreking blijkt, moeten we allereerst aantonen dat ] een P-consistente afbeelding is. Aan
deze voorwaarde is voldaan wanneer de beschikbare informatie gegeven is door possibiliteitsmaten op eindige
ruime velden. Voldoet de maxitieve inhoud ] aan ten minste e´e´n van de voldoende voorwaarden voor possibi-
listische uitbreidbaarheid van P-consistente afbeeldingen, dan is de tweede stap volledig afgehandeld. Voor een
betere aanpak van het probleem zullen we steunen op de bevindingen uit hoofdstuk 2. Meer bepaald werpen
we nu de resultaten over de regulariteit van possibiliteitsmaten in paragraaf 2.2 en de studie van maxitieve in-
houden in paragraaf 2.4 in de strijd. Wanneer de beschikbare informatie bestaat uit possibiliteitsmaten die hun
waarden aannemen in een direct product van complete ketens en die uitwendig regulier zijn met betrekking tot
een compacte topologie, dan kunnen we de maxitieve inhoud ] opnieuw uitbreiden tot een possibiliteitsmaat.
De grootste possibiliteitsmaat k  ^ die ] uitbreidt blijkt eveneens (uitwendig) regulier te zijn. Wanneer alle
voor de betrokken topologiee¨n open verzamelingen behoren tot de domeinen van de corresponderende possibi-
liteitsmaten, is k  ^ meer bepaald de unieke, reguliere vertrouwensmaat die ] uitbreidt. Voor possibilistische
systemen met een aftelbare tijdsverzameling – en die we voortaan ook discrete possibilistische systemen zullen
noemen – tonen we via een rechtstreeks bewijs aan dat er possibiliteitsmaten zijn die ] uitbreiden. Op dezelfde
manier zullen we ten slotte te werk gaan voor possibilistische systemen waarvoor de beschikbare informatie
bestaat uit _ -producten.
In de derde en laatste stap bepalen we dan een familie van possibilistische veranderlijken waarvan de afge-
leide eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties de gegeven informatie getrouw weergeven.
Het gedrag van deze veranderlijken maken we vervolgens afhankelijk van de informatie die gegeven wordt
door een possibilistische uitbreiding van de maxitieve inhoud.
In de probabiliteitsleer werd door Daniell en Kolmogorov [Bil79, Bur72] een analoog resultaat aange-
toond, dat ook wel de Kolmogorov-existentiestelling of de consistentiestelling genoemd wordt. We zullen
daarom meer bepaald spreken van een possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling wanneer we de systeemin-
formatie kunnen voorstellen door een possibilistisch proces.
De zojuist vernoemde resultaten zijn alle opgenomen in paragraaf 3.5. Zoals aangegeven in paragraaf 1.6
zijn genormeerde ¨ û «JÀt¯ü5ÀOý© -possibiliteitsmaten coherent. Vanzelfsprekend kunnen we ons dan afvragen wat
het verband is tussen de natuurlijke extensie en de grootste possibilistische extensie van de maxitieve inhoud
] . In paragraaf 3.6 geven we afsluitend een korte uiteenzetting over de overeenkomsten tussen beide coherente
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uitbreidingen van ] . Hiertoe geven we in paragraaf 3.2 een korte studie van ruime productvelden. Vervolgens
bekijken we in paragraaf 3.3 de uitwendige regulariteit van possibiliteitsmaten op eindige ruime productvelden
waarvan de marginalen uitwendig regulier zijn. In paragraaf 3.4 voeren we possibilistische processen in. Laten
we eerst nog een aantal afspraken over de notatie maken.
3.1.2. Afspraken over de notatie. Stel ¨:£a`ÐÄb!¥dc»© is een niet-lege familie van niet-lege verzamelin-
gen. Het cartesiaans product ¤`U-e
£a` van ¨:£a`ÐÄfb!¥@c»© wordt gedefinieerd als de verzameling van alle cT®
¸
`U-e
£a` -afbeeldingen P zo dat P¨gb'©Ð¥£a` , b"¥@c . Gemakshalve zullen we ¤`U-e£a` ook voorstellen door £he .
Als alle verzamelingen £a` , bÈ¥ic gelijk zijn aan een gegeven verzameling £ , dan is £he de verzameling van
alle cG®§£ -afbeeldingen, die we verder zullen aanduiden met de standaard-notatie £ e .
Elementen uit een cartesiaans product kunnen we projecteren op een component-verzameling of op een
cartesiaans product van een aantal component-verzamelingen. We maken hiervoor gebruik van de volgende
operatoren. Voor elke bÐ¥jc is ªE«
eCÎ `
de projectie-operator van £ e op £ ` , die een element P uit £ e afbeeldt
op zijn projectie ªE«
eCÎ `
¨P>©!ÌsP¨gb'© in £a` . Voor elke niet-lege deelverzameling G van c stelt ªE«
eCÎ D
de projectie-
operator van £ e op £ D voor, die een element P uit £ e afbeeldt op zijn restrictie ªE«
eCÎ D
¨P>©ØÌ*PÄ D tot G .
Met projectie-operatoren kan de notie ‘productafbeelding’ als volgt ingevoerd worden. Stel R ` , bÊ¥Cc is
een afbeelding van £ naar £ ` . De productafbeelding ¤ `U-e R ` van de afbeeldingen ¨R ` Äb"¥2c»© is de unieke
£,®7£ e -afbeelding R zo dat R ` ÌzªE«
eWÎ `
·
R , Ñb!¥2c . We zullen deze afbeelding ook kortweg voorstellen door
Rfe .
Indien elke verzameling uit de familie ¨£k`ÐÄb"¥@cÈ© voorzien is van een topologische structuur, dan kunnen
we het cartesiaans product £he voorzien van de producttopologie. Dit is een speciaal geval van een zwakke
topologie geı¨nduceerd op een verzameling [Kel59, Wil70]. Meer formeel hebben we: als Å en c niet-lege
verzamelingen zijn en R` , b¥(c een afbeelding is van Å naar een topologische ruimte ¨£a`fÀ#`-© , dan wordt de
kleinste topologie op Å , waarvoor alle afbeeldingen R` , b¥(c continu zijn, de door ¨UR`"Äfb!¥@c»© geı¨nduceerde
zwakke topologie op Å genoemd. De Tychonov-topologie of producttopologie lï¨'¨:£a`À#`H©ÏÄb­¥?cÈ© op £he
is de door de projectie-operatoren   ªE«
eWÎ `
Äb"¥2c
£ geı¨nduceerde zwakke topologie op £he . In het bijzonder
is m ÌÕ¿HªM«ß °
eCÎ `
¨	¶	`'©Äb"¥2c en ¶	`!¥+#`fÁ een subbasis voor lÉ¨c¨:£a`ﬂÀ#`-©7Änb}¥ocÈ© en is de verzameling p
van alle eindige doorsneden van elementen uit m een basis voor lï¨'¨£ ` À ` ©­ÄYbÊ¥qc»© . Wanneer de ruimten
¨:£
`
À
`
© , b¥rc overeenkomen met een gegeven topologische ruimte ¨:£=À!© , zullen we lï¨'¨£ ` À ` ©Ä5b¥rc»©
ook voorstellen door  e .
Ten slotte zullen we de notatie ÅsHe£ gebruiken om aan te geven dat Å een eindige deelverzameling van
een verzameling £ is.
3.2. Producten van ruime velden
We geven een aantal equivalente wegen aan voor het construeren van het ruim productveld van een familie
van ruime velden. Omdat ruime velden ook te interpreteren zijn als topologiee¨n, kunnen we de producttopo-
logie van de gegeven structuren plaatsen op het cartesiaans product van hun overeenkomstige verzamelingen.
Daarna klaren we de relatie tussen ruime productruimten enerzijds en topologische productruimten anderzijds
uit. Ten slotte tonen we aan dat het ruim productveld wordt voortgebracht door zijn veld van meetbare cilinders
dat eveneens een basis is voor de producttopologie.
De notie ‘ruim productveld’ werd door Wang [Wan82] als volgt geı¨ntroduceerd. Stel dat ¨:£Ï°\Àj}°O© en
¨:£
·
Àj
·
© twee ruime ruimten zijn. Het product van j}° en j · is het ruim veld op £Ï°¤×£ · voortgebracht door
de ‘meetbare’ rechthoeken in £ °Ö¤Ê£ · die we kunnen vormen met de elementen uit j}° en j · . Dit wil zeggen:
j}°)¤Ðj
·
Ì*»
½
4ut
½nv
¨¿\ÅÈ°ý¤Å
·
ÄiÅ °È¥Ðj}° en Å · ¥Ðj · Á\© Ó (3.1)
De atomaire structuur van j ° ¤ejÏ· werd door Wang als volgt gekarakteriseerd: het atoom van een element uit
£
°
¤Ï£0· is het cartesiaans product van atomen van de projecties van dit element in de overeenkomstige ruime
ruimten. Formeel houdt dit voor een element ¨P ° ÀP?·\© uit £ ° ¤}£¸· in dat
û
¨P
°
ÀP?·n©Hü
±
4
t
±
v
Ì
û
P
°
ü
±
4
¤
û
P?·Oü
±
v
Ó (3.2)
We kunnen nu Wang’s definitie verruimen naar geı¨ndexeerde families van ruime velden, waarvan de index-
verzameling niet a priori geordend moet zijn. Voor de verdere uiteenzetting van de resultaten onderstellen we
vanaf nu dat ¨'¨£ ` Àj ` ©Äfb"¥2c»© een niet-lege familie van ruime ruimten is.
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DEFINITIE 3.1. Het ruim productveld op £ e van de niet-lege familie van ruime velden ¨j ` Äfb!¥dc»© is het
kleinste ruim veld w op ¤ `U-e £ ` , waarvoor elke projectie-operator ªM«
eCÎ 
, xT¥yc een wÕ®sj2 -meetbare
afbeelding is. We noteren dit ruim veld door z
`U-e
j{` . ¨¾¤`U-e
£a`ﬂÀ|z
`U-e
j{`-© wordt de ruime productruimte
van de ruime ruimten ¨c¨£k`ﬂÀj{`©Äb!¥@c»© genoemd.
Om de notatie te verlichten zullen het met de ruime velden ¨j{`ÐÄb"¥@cÈ© geconstrueerde ruim productveld
z
`U-e
j{` voorstellen door je . In het speciaal geval waarin de ruime ruimten ¨£k`Àj{`-© kopiee¨n zijn van een
welbepaalde ruime ruimte ¨:£=Àj© zullen we de notatie
z
`U-e
j{` vereenvoudigen tot j e .
Met de in propositie 1.49 gegeven karakterisering van de atomen van een door een niet-lege klasse van
verzamelingen voortgebracht ruim veld kunnen we formules (3.1) en (3.2) veralgemenen.
PROPOSITIE 3.2. Stel }
eCÎ T~`;W
Ìp¿.ªE«ß
°
eCÎ `
¨,ú© Ä,É¥~j{`ﬂÁ en stel Ò
eCÎ T~`;W
Ìp¿HªM«ß
°
eCÎ `
¨,ú© Ä,É¥<¨:£a`-© ± Á voor elke
b¥c . Laat voorts me;Ì ¸
`U-e
}
eCÎ T~`;W
en m
Ã
e
Ì ¸
`U-e
Ò
eCÎ T~`;W
. Het ruim productveld je voldoet dan aan de
volgende gelijkheden:
je§Ìs»
¨ﬁme ©Ìs»
¨m
Ã
e
©!Ìz»
¨¿Y¤`U-eÅ	`"Ä¨8Ñb"¥2cÈ©¨Å	`Ø¥+j{`-©Ái© (3.3)
De atomen van j e zijn als volgt bepaald:
û
PCü ±S Ì®¤`U-e
û
P¨Ab'©Hü ± Ì â
`U-e
ªE« ß
°
eCÎ `
¨
û
P¨gb'©ü ± ©ÀÒÑYP7¥}£ae
Ó (3.4)
BEWIJS. De gelijkheid j e Ì\»
¨ﬁm e © volgt onmiddellijk uit de definitie van ruim productveld. De inclusie
m
Ã
e
m e leidt direct tot »
¨ﬁm Ã
e
©

»
¨ﬁm e © . Omdat elk element van m e een unie van elementen van m Ã
e
is,
zal ook m e

»
¨ﬁm
Ã
e
© , waaruit dan de omgekeerde inclusie »
¨ﬁm e ©

»
¨m
Ã
e
© volgt. Dit toont de gelijkheid
»
¨ﬁmeu©Ìs»
¨m
Ã
e
© aan.
Stel vervolgens dat Å`;¥®j{` voor elke b4¥yc . Uit de definitie van ruim productveld volgt dan dat
¤
`U-e
Å
`
Ì

`U-e
ªE« ß
°
eCÎ `
¨#Å
`
©Ð¥j
e . Bijgevolg is »
¨¿Y¤ `U-e Å ` ÄC¨ Ñb"¥@c»©¨#Å ` ¥+j ` ©Á\©

j
e . Omgekeerd, stel
dat Å  ¥+j  voor een willekeurig maar vast gekozen element x van c . Dan is ªE« ß °
eWÎ

¨#Å

©"Ì¤n`U-eÅ` , waarbij
Å
`
ÌV£
` voor elk element b¥ic4ÍÈ¿x%Á . Dit impliceert dat ªM«ß °
eCÎ

¨Å9©¥N»
¨¿Y¤
`U-e
Å
`
ÄE¨ Ñb!¥2cÈ©¨Å
`
¥Ðj
`
©ﬂÁi© .
Uit de definitie van ruim productveld volgt dan dat je

»
¨¿Y¤`U-eÅ`0Ä¨8Ñb"¥2cÈ©¨Å	`Ø¥+j{`-©ﬂÁi© . Hiermee is
(3.3) aangetoond.
Laten we nu (3.4) verifie¨ren. Omdat j ` , b ¥c een ruim veld op £ ` is, is }
eCÎ T~`;W
een klasse van deel-
verzamelingen van £ e , die gesloten is voor complementering. Bijgevolg is ook de unie m e van deze klassen
gesloten voor complementering. Met propositie 1.49 en de gelijkheid j e Ìú»
¨ﬁm e © vinden we voor een
element P van £ e dat
û
PJüi±

Ì
â
¿H,+Ä:,É¥jm
e en P=¥,¸Á Ó (3.5)
Selecteer opnieuw een element P uit £he . Neem een element , uit m+e . Dan bestaan er elementen xÏ¥Ec en
ÅÆ¥+j
 zo dat ,ÌsªM« ß °
eCÎ

¨#Å»© . Merk op dat
P7¥ﬁ,ÈúªM«
eCÎ

¨PE©Ð¥Å*È P¨ﬁx\©Ð¥}ÅﬂÈ
û
P¨;x\©Hüi±

ÅsÈ ªE«ß
°
eWÎ

¨
û
P¨;x\©ü$±St©

,
Ó (3.6)
Uit (3.5) en (3.6) volgt dat

`U-e
ªE«Sß
°
eCÎ `
¨
û
P¨Ab'©Hüi±

©

û
PCü$±
 . Omdat ¿.ªE«Sß °
eCÎ `
¨
û
P¨gb'©Hüi±

©Äb"¥@c Á

m
Ã
eŁ
m
e ,
vinden we met (3.5) dat û PJü ±


`U-e
ªM«ß
°
eCÎ `
¨
û
P¨Ab'©Hü
±
©Ì¼¤`U-e
û
P¨gb'©ü
±
Resultaat (3.3) geeft aan dat het ruim productveld je ook alternatief gedefinieerd kan worden als het door
de ‘meetbare rechthoeken’ ¿Y¤n`U-eÅ`Ä"¨8ÑbØ¥dc»©O¨Å	`Ø¥Ðj{`'©ﬂÁ voortgebrachte ruim veld op £he . Dit betekent
dus dat de in definitie 3.1 gegeven notie van ruim productveld de oorspronkelijke definitie van Wang (3.1)
veralgemeent. Meer bepaald volgt uit (3.4) dat j e in feite de box topologie [Wil70] is, die op £ e kan
geı¨nduceerd worden aan de hand van de ruime ruimten ¨'¨£ ` Àj ` ©Äb!¥dc»© .
De volgende propositie legt een verband tussen de meetbaarheid van een afbeelding met £ e als codomein
en de meetbaarheid van haar componenten.
PROPOSITIE 3.3. Stel ¨:£=Àj© is een ruime ruimte. Laat R` , b»¥rc een £®;£k` -afbeelding zijn. De volgende
uitspraken zijn dan equivalent:
1. Rfe is een j+®Nje -meetbare afbeelding;
2. R` , b"¥2c is een j+®Nj{` -meetbare afbeelding.
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BEWIJS. Onderstel dat R e een j ®j e -meetbare afbeelding is. Neem een element x uit c . Bij definitie is
R7ÌªM«
eCÎ 
·
R e . Omdat ªM«
eCÎ 
een j e ®=j2 -meetbare afbeelding is, zal R als samenstelling van ªM«
eCÎ 
met R e een j®=j2 -meetbare afbeelding zijn. Omgekeerd, stel dat R ` een j ®=j ` -meetbare afbeelding is
voor elk element b van c . Neem een element P uit £ e . Uit propositie 3.2 en de definitie van R e volgt dat
R ß
°
e
¨
û
PJüi±  ©»Ì 
`U-e
R ß
°
`
¨
û
P¨gb'©Hüi±  © . Omdat û P¨gb'©Hüi±  ¥¬j ` en omdat R ` een j ®¬j ` -meetbare afbeelding is
voor elke bÐ¥2c , vinden we dat Rß °
e
¨
û
PJüi±  ©Ð¥+j , waaruit volgt dat Rß °
e
¨ÅÈ©¥+j voor elke Å ¥+j e . Hiermee
is dus aangetoond dat R e een jÉ®j e -meetbare afbeelding is.
In de volgende propositie hebben we een aantal resultaten over projectie-operatoren samengebracht.
PROPOSITIE 3.4.
1. Laat G een niet-lege deelverzameling van c zijn, dan:
(a) ªE«
eCÎ D
Ì\¤`U¦DSªE«
eCÎ `
;
(b) ªE«
eCÎ D
is een je=®NjÐD -meetbare afbeelding;
(c) j D Ì ¿.ªE«
eWÎ D
¨,×©Ä:,É¥~j e ÁÈÌzªE«
eCÎ D
¨j e © .
2. Voor een element b uit c gelden de volgende resultaten.
(a) ªE«
T~`;W¡Î `
is een meetbaarheidbewarende transformatie van ¨£
T~`;W
Àj
T~`;W
© naar ¨£ ` Àj ` © . In het
bijzonder is dus j
T~`;W
ÌÆ¿.ªE« ß
°
T`;W¡Î `
¨,×©Ä:,É¥+j ` Á en j ` Ì ¿.ªE«
T`;W¡Î `
¨,×©Ä:,É¥~j
T~`;W
Á .
(b) }
eCÎ T`;W
ÌÆ¿HªM« ß
°
eCÎ T`;W
¨	,ú©Ä:,É¥Ðj
T`;W
Á .
(c) Ò
eCÎ T~`;W
Ì ¿.ªE« ß
°
eCÎ T~`;W
¨,ú©Ä,p¥;¨£
T~`;W
© ±R
8
Á .
(d) j{`uÌ ¿.ªE«
eCÎ `
¨	,ú©Ä:,É¥+je Á .
BEWIJS. We beginnen met het bewijs van de in 1 opgenomen resultaten. Laat G een niet-lege deelverzameling
van c zijn. Omdat ¨8Ñb ¥ G ©O¨ªE«
eCÎ `
Ì[ªM«
DÎ `
·
ªM«
eCÎ D
© , volgt uit de definitie van productafbeelding dat ªE«
eCÎ D
het product is van de projectie-operatoren ªM«
eCÎ `
, b0¥
G
. Met andere woorden: ªE«
eCÎ D
Ì ¤
`U¦D
ªM«
eCÎ `
. Door
gebruik van propositie 3.3 vinden we dat ªE«
eWÎ D
een j e ®=j D -meetbare afbeelding is. Voor alle , ¥*j D
hebben we wegens de surjectiviteit van ªE«
eCÎ D
: ,Ì ªE«
eCÎ D
¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨,ú©c© waarbij ªE«ß °
eWÎ D
¨,×©.¥Lje . Uit de
in propositie 3.2 gegeven karakterisering van de atomen van een ruim productveld volgt onmiddellijk dat
ªE«
eCÎ D
¨
û
PJü
±
©Ì
û
ªE«
eCÎ D
¨PE©Hü
±S voor elk element P uit £he . Voor alle , ¥je hebben we dus: ªM«
eCÎ D
¨,ú©Ì
¸
¹
aÌ
ªE«
eCÎ D
¨
û
PCü$±

©ØÌ
¸
¹
aÌ
û
ªE«
eCÎ D
¨P>©Hüi±

¥~j
D . Bijgevolg hebben we: j D ÌÆ¿HªM«
eCÎ D
¨	,ú©Ä:,É¥Ðj
e
Á .
Het bewijs van resultaat 2a is triviaal. Resultaten 2b en 2c kunnen onmiddellijk afgeleid worden met 2a.
Resultaat 2d is een direct gevolg van 1a, 1c en 2a.
We voeren nu de notie meetbare cilinder van een ruim productveld in. Deze speciale elementen van
een ruim productveld treden vrij natuurlijk op de voorgrond bij het bestuderen van possibilistische processen,
waarin een typische representatie van informatie aangaande het gedrag van een proces bestaat in de specificatie
van possibiliteitsmaten op eindige ruime productruimten ¨:£ÝD
ÀjÐDE© ,  O G H?c .
DEFINITIE 3.5. Voor elke verzameling G zo dat  O G Hqc , laat
}eCÎ DÏÌ ¿.ªE«ß
°
eWÎ D
¨,×©Ä:,É¥~jÐDÁÀ
en laat ÒeCÎ D de deelverzameling van }eCÎ D zijn, gegeven door
ÒeCÎ DÏÌ ¿.ªE«
ß
°
eWÎ D
¨,×©Ä:,É¥;¨:£ÝD?©
±S
Á
Ó
Een element van }eCÎ D wordt een meetbare G -cilinder van ¨:£heÀje© , en een element van ÒeCÎ D wordt een
meetbare atomaire G -cilinder van ¨£ e Àj e © genoemd. Verder wordt } e Ì
¸u
D'e
}
eCÎ D de klasse van alle
meetbare cilinders van ¨:£ e Àj e © genoemd en wordt Ò e Ì
¸+u
De
Ò
eCÎ D de klasse van alle atomaire meet-
bare cilinders van ¨£ e Àj e © genoemd.
Propositie 3.4 verzekert dat de zojuist ingevoerde notaties consistent zijn met de welke die ingevoerd
werden in propositie 3.2.
In de volgende propositie voeren we een vergelijking door tussen de verschillende soorten meetbare cilin-
ders. Laat daarvoor   de ﬃ ¨gcÈ©® ﬃ ¨gcÈ© -afbeelding ° zijn zo dat G Ì ¿ubÊÄbú¥ G en j{`°(Ì ¿/Àc£a`'ÁSÁ voor elke
deelverzameling G van c .
PROPOSITIE 3.6.
&! 
is meer bepaald een duale sluitingsoperator op  (zie hiervoor [Dav90]).
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1. Stel G is een niet-lege, eindige deelverzameling van c . Dan is } eCÎ D een ruim veld op £ e met de
elementen van Ò eCÎ D als atomen, en } eCÎ D Ì*»
¨ ¸
`U¦D
}
eWÎ T~`;W
©ØÌz»
¨ ¸
`U¦D
Ò
eCÎ T~`;W
© .
2. G Ì c;þ G voor alle G

c .
3. Als G ° en G · twee niet-lege, eindige deelverzamelingen van c zijn zo dat G °

G
· , dan is }eCÎ D
4

}eCÎ D v .
4. Laat G een niet-lege, eindige deelverzameling van c zijn. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(a) G Ìﬂ ;
(b) }eCÎ DÏÌF¿:À'£heuÁ ;
(c) ÒeCÎ DÏÌ ¿t£he Á .
Als G (Ì* , dan hebben we: }eCÎ DÏÌ}
eCÎ8D
en ÒeCÎ DÏÌﬂÒ
eCÎ%D
.
5. Voor twee niet-lege, eindige deelverzamelingen G ° en G · van c hebben we:
(a)  G °


G
· als en alleen als } eCÎ D
4

} eCÎ Dfv ;
(b)  G ° O  G · als en alleen als } eCÎ D
4
O } eCÎ Dfv ;
(c)  G °ÌŁ G · als en alleen als } eCÎ D
4
Ì?} eCÎ Dfv als en alleen als Ò eCÎ D
4
Ì*Ò eCÎ Dfv .
6. }e.Ì ¿/JÀ'£heuÁ als en alleen als ÒeÎÌÆ¿n£ae Á als en alleen als caÌﬂ .
BEWIJS. We tonen eerst resultaat 1 aan. Neem daartoe een verzameling G zo dat  O G Hc . Uit proposi-
tie 1.67 en de surjectiviteit van ªM«
eCÎ D
volgt dat } eCÎ D een ruim veld op £ e is met de elementen van Ò eWÎ D als ato-
men. Stel b!¥ G en laat ÅÆ¥@}
eCÎ T~`;W
. Bij definitie bestaat er een element , van j{` zo dat ÅTÌsªE«ß °
eCÎ `
¨,ú© . Vermits
ªE«
eCÎ `
ÌsªE«
D3Î `
·
ªE«
eCÎ D
hebben we dat ÅTÌsªM« ß °
eCÎ D
¨ªE« ß
°
D3Î `
¨	,ú©'© , waarbij ªM« ß °
DÎ `
¨	,ú©Ð¥Ðj D , omdat ,ï¥Ðj ` . Bijge-
volg is Å ¥@}eWÎ D . Hierdoor is
¸
`U¦D
}
eCÎ T~`;W

}eWÎ D , waardoor »
¨
¸
`U¦D
}
eCÎ T`;W
©

}eWÎ D . Omgekeerd, laat Å een
atoom van }eWÎ D zijn. Wegens propositie 1.67 bestaat er een element P van £ÝD zo dat Å ÌQªE«Sß °
eCÎ D
¨
û
PJü
±S
© . Sa-
men met de gelijkheden ªM«
eCÎ `
ÌsªE«
D3Î `
·
ªM«
eCÎ D
, b!¥
G impliceert dit dat ÅFÌzªE« ß °
eWÎ D
¨

`U¦D
ªM« ß
°
D3Î `
¨
û
P¨Ab'©Hüi±

©'©ØÌ

`U¦D
ªE«ß
°
eWÎ `
¨
û
P¨gb'©ü
±
©»¥N»
¨
¸
`U¦D
}
eCÎ T~`;W
© . Hieruit volgt dat }eCÎ D

»
¨
¸
`U¦D
}
eCÎ T~`;W
© . Het bewijs van de gelijk-
heid »
¨
¸
`U¦D
}
eCÎ T~`;W
©Ìs»
¨
¸
`U¦D
Ò
eCÎ T~`;W
© is triviaal.
Het bewijs van resultaat 2 is eveneens triviaal. Resultaat 3 is een direct gevolg van resultaat 1.
We gaan verder met het bewijs van 4. Stel G is een niet-lege, eindige deelverzameling van c . Als G (ÌÀ ,
dan volgt uit resultaat 3 dat }
eWÎ8D

}
eCÎ D . Omgekeerd, stel Å¥} eWÎ D . Dan bestaat er een element , ¥
j
D zo dat ÅÌ ªM« ß °
eCÎ D
¨,ú© . Uit propositie 3.4.1c volgt dat ªE«
D3Î8D
¨	,ú©;¥Új
D
. We bewijzen nu dat , Ì
ªE«Sß
°
DÎ%D
¨ªM«
D3Î8D
¨,ú©c© . Neem immers een element P uit , . Dan is û PCü$±  Ì¼¤ ¦D û P¨;x\©ü$±S waarbij û P¨;x\©ü$±SÌd£{
voor alle x¸¥ G Í G . Bijgevolg is û PJü ±S ÌªE« ß °
D3Î8D
¨ªM«
DÎ%D
¨
û
PJü
±S
©'© . Hierdoor hebben we: ,+Ì
¸
¹
aÌ
û
PCü
±R
Ì
¸
¹
aÌ
ªE«
ß
°
D3Î8D
¨ªM«
DÎ%D
¨
û
PJü
±S
©'©ÌªE«
ß
°
D3Î8D
¨ªM«
D3Î8D
¨,×©'© . Als gevolg hiervan vinden we dat ÅÌªE« ß °
eWÎ8D
¨ªE«
D3Î8D
¨,ú©c© ,
waardoor Å ¥}
eCÎ8D
. Hierdoor is } eCÎ D

}
eCÎ8D
. Het overige deel van resultaat 4 is triviaal aan te tonen.
We tonen nu 5 aan. Stel G ° en G · zijn twee niet-lege, eindige deelverzamelingen van c . Onderstel dat

G
°


G
· . Als  G ° Ì¯ , dan volgt uit 1 en 4 dat }eCÎ D
4

}eCÎ D
v
. Als G ° (Ì\ , dan vinden we met 3 en 4 dat
}eCÎ D
4

}eCÎ D
v
. Omgekeerd, stel }eCÎ D
4

}eWÎ D
v
. Onderstel uit het ongerijmde dat G ° (


G
· . Merk op dat dit
equivalent is met  G ° ÍS G ·Ð(ÌJ . Neem een element b uit  G ° ÍRG · . Omdat b¥i G ° , bestaat er een element Å van
¨:£
`
©l±
 zo dat Å O £ ` . Verder volgt uit resultaat 1 dat ªM« ß °
eCÎ `
¨ÅÈ©Ê¥}
eCÎ D
4
. Uit de onderstelling dat } eCÎ D
4

}eCÎ D
v
volgt dat ªE« ß °
eCÎ `
¨#Å»©¥}eCÎ D
v
. Bijgevolg bestaat er een element Ö ¥jÐD
v
zo dat ªE« ß °
eCÎ `
¨Å»©ÐÌQªE«Sß
°
eCÎ Dfv
¨Ö­© .
Omdat bij onderstelling b niet tot  G · behoort, vinden we dat ÅTÌsªE«
eCÎ `
¨ªE«Sß
°
eCÎ `
¨#Å»©'©!ÌsªE«
eWÎ `
¨ªM«ß
°
eCÎ D
v
¨Ö×©c©ØÌa£
` ,
wat onmogelijk is. Hieruit kunnen we dus besluiten dat  G °


G
· . Uitspraak 5c kan afgeleid worden van
uitspraken 1 en 5a. Uitspraak 5b volgt dan natuurlijk uit uitspraken 5a en 5c.
Het bewijs van resultaat 6 is triviaal.
Steunend op de bevindingen uit de voorgaande propositie is het nu eenvoudig om aan te tonen dat de
meetbare cilinders (van een ruim productveld) een veld vormen.
PROPOSITIE 3.7. }e is een veld op £he .
BEWIJS. Stel G is een niet-lege, eindige deelverzameling van c . Uit propositie 3.6.1 volgt dat }eCÎ D een ruim
veld op £ e is zo dat } eCÎ D

}
e . Hieruit volgt dat } eCÎ D , en dus ook } e de verzamelingen  en £ e als
elementen heeft. Stel Å ° en Å · zijn twee elementen van } e . Wegens propositie 3.6.3 bestaat er een niet-lege,
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eindige deelverzameling G van c zo dat ÅÈ° en Å · tot } eWÎ D behoren. Uit propositie 3.6.1 volgt onmiddellijk dat
ÅÈ°
þúÅ · ¥} eCÎ D

} e en Å °Á;×Å · ¥@} eCÎ D

} e . Ten slotte, laat ÅÆ¥2} e . Dan bestaat er een niet-lege, eindige
deelverzameling G van c zo dat ÅÕ¥} eCÎ D . Wegens propositie 3.6.1 zal £ e ÍÈÅ¶¥Ł} eCÎ D

} e . Hierdoor
kunnen we besluiten dat } e een veld op £ e is.
Het ruim productveld j e is in het bijzonder ook een topologie op £ e , waarvoor alle projectie-operatoren
ªE«
eCÎ `
, b×¥?c bij definitie continu zijn voor de topologiee¨n j ` op £ ` , b×¥?c . Zoals in paragraaf 3.1.2 werd
uiteengezet is de producttopologie lÉ¨c¨:£a`Àj{`-©}Ä*b0¥c»© van de topologiee¨n j{` op £a` , b0¥c , de kleinste
topologie die de projectie-operatoren continu maakt. Hieruit volgt onmiddellijk dat lï¨'¨£a`Àj{`-©úÄ'b¥Cc»©

j e . We verbreden nu de kijk die we hebben op deze topologiee¨n enerzijds en het veld van de meetbare
cilinders anderzijds.
PROPOSITIE 3.8. Stel p e is de klasse van alle eindige doorsneden van elementen uit m e , dan is m e een
subbasis en p e een basis voor lï¨'¨£ ` Àj ` ©ÄbÐ¥dc»© . Verder is p e

} e

lï¨'¨:£ ` Àj ` ©ÄfbÐ¥dc»© , waardoor
} e eveneens een basis voor lÉ¨c¨:£ ` Àj ` ©Ä5b»¥ic»© is en »
¨m e ©ÌÀ»
¨g} e ©ÌJ»
¨Alï¨'¨£ ` Àj ` © Ä b¥rc»©'©ÌÀj e .
Ten slotte is ook »
¨ﬁm Ã
e
©Ì*»
¨Òeu©ØÌzje .
BEWIJS. Uit de definitie van lï¨c¨:£ ` Àj ` ©.Äb¥c»© volgt onmiddellijk dat m e en p e respectievelijk een
subbasis en een basis vormen voor lï¨'¨:£a`ﬂÀj{`'©­ÄYbÊ¥¡cÈ© . Bij definitie hebben we verder dat me

}e , en,
omdat }e een veld is op £he , is eveneens p2e

}e . Omdat elke projectie-operator ªM«
eCÎ D
,  O
G
H?c een
continue afbeelding is van ¨:£ e ÀXlï¨'¨£ ` Àj ` ©0Äb¸¥qc»©c© naar ¨£ D ÀXlï¨c¨:£ ` Àj ` © Äb­¥ G ©'© en lï¨'¨£ ` Àj ` ©0Ä
b<¥
G
©.Ì^j D , hebben we dat } e

lï¨c¨:£ ` Àj ` ©4Äb§¥Jc»© . Dit impliceert dat } e ook een basis voor
lï¨'¨£
`
Àj
`
©­Äb­¥¡cÈ© is. Omdat m e

}
e

lÉ¨c¨:£
`
Àj
`
©¸Äb­¥¡c»©

j
e , krijgen we met propositie 3.2
dat j e Ì»
¨ﬁm e ©

»
¨7}
e
©

»
¨Alï¨c¨:£
`
Àj
`
©§Ä#b7¥sc»©

j
e . Laten we het resterende deel aantonen.
Neem daartoe een element Å¥?} e . Bij definitie bestaat er een niet-lege, eindige deelverzameling G van c
en een element , van jÐD zo dat ÅïÌÚªE«ß °
eCÎ D
¨	,ú© Ì
¸
¹
aÌ
ªE«Sß
°
eCÎ D
¨
û
PJü
±S
© . Hieruit volgt dat een element van
}
e kan geschreven worden als een unie van elementen van Ò e . Uit de in propositie 3.2 gegeven definitie
aan m
Ã
e
volgt dat elk element van Ò e een eindige doorsnede is van elementen uit m Ã
e
. Hieruit volgt dat
»
¨ﬁm
Ã
e
©Ì*»
¨Ò
e
©ØÌs»
¨7}
e
©!Ìj
e .
We sluiten de paragraaf nu af door na te gaan onder welke bijkomende voorwaarden het veld } e ook een
ruim veld op £ e is.
PROPOSITIE 3.9. Volgende uitspraken zijn equivalent.
1. }e is een ruim veld op £ae .
2. }e is een dikke monotone klasse op £ae .
3. lÉ¨c¨:£a`Àj{`-©Äb!¥@c»© is een ruim veld op £he .
4. coH?c .
5. Er bestaat een verzameling G zo dat  O G Hqc en }e.ÌD}eCÎ D .
6. }e.Ìsje .
7. lÉ¨c¨:£a`Àj{`-©Äb!¥@c»© Ìzje .
Als c een eindige verzameling is, dan is } e een ruim veld op £ e .
BEWIJS. De equivalentie van 1 en 2 volgt uit het feit dat }e als veld op £he gesloten is voor complementering.
De equivalentie van 1 en 6 en de equivalentie van 3 en 7 volgen onmiddellijk uit propositie 3.8.
Laat ons daarom de equivalentie van 1, 3, 4 en 5 nagaan. Wegens propositie 3.8 is } e een basis voor
lï¨'¨£
`
Àj
`
©Äb!¥dc»© zo dat »
¨7} e ©ØÌz»
¨;lï¨'¨:£ ` Àj ` ©Äb"¥2c»©c©Ìzj e . Hieruit volgt onmiddellijk de implicatie
1 º 3. Onderstel nu dat 3 geldt. Als c+Ì® , dan is uiteraard c¢Hc . Stel daarom dat c(Ì® . Bij definitie
hebben we dan dat ¨ ÑbØ¥ c©¨×Å`"¥<¨:£a`'© ± ©¨#Å` O £a`-© . Laat ÅVÌ¼¤`U-eÅ	` , waarbij ¨8Ñb"¥2c4Í c©¨#Å`Ìe£a`-© .
Dan is ÅÌ 
`Ue
ªM«
ß
°
eCÎ `
¨Å
`
© . Omdat lï¨'¨£ ` Àj ` ©Ä b»¥c»© bij onderstelling een ruim veld op £ e is, vinden
we dat Å ¥lï¨'¨£ ` Àj ` © Äb¸¥Dc»© . Omdat } e wegens propositie 3.8 een basis voor lï¨'¨£ ` Àj ` © Äb¸¥Dc»©
is, bestaat er een element Ö¶¥E} e Í ¿: Á zo dat Ö

Å . Bij definitie bestaat er verder een niet-lege, eindige
deelverzameling G van c zo dat Ö+¥2} eWÎ D . Hieruit volgt dat
¨8Ñb!¥2c~Í
G
©O¨:£a`uÌ*ªM«
eCÎ `
¨Ö­©

ªE«
eCÎ `
¨Å»©!ÌaÅ	`

£k`-©À
waardoor ¨ Ñb§¥IcFÍ G ©¨#Å ` Ì £ ` © . Uit de definitie van Å volgt dan dat c

G
H£c , en, bijgevolg is

cJHoc . Dus 3 impliceert 4. We verifie¨ren nu de implicatie 4 º 5. Als cÌr , dan volgt uit propositie 3.6.6
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dat } e Ì¶¿:Àc£ e Á , waardoor } e Ì¤} eCÎ D voor elke niet-lege, eindige deelverzameling G van c . Onderstel
daarom dat c (Ì\ . Met propositie 3.6 vinden we: als G een niet-lege, eindige deelverzameling is van c zo
dat G (Ì® , dan is } eCÎ D Ì}
eCÎ8D

}
eCÎ7e

} e . Anderzijds is het wegens propositie 3.6 meteen duidelijk dat
} e Ì
¸u
D'e
} eWÎ D Ì
¸
u
D'eCÎ8D¥
æ

}
eCÎ8D

}
eWÎAe
, waardoor } e ÌD}
eCÎ7e
. De nog te bewijzen implicatie 5 º 1
volgt onmiddellijk uit propositie 3.6.1. Het resterend deel van het bewijs is verder triviaal.
3.3. Regulariteit van possibiliteitsmaten op eindige ruime productruimten
We tonen aan dat een possibiliteitsmaat op een eindige ruime productruimte uitwendig regulier is in een
meetbaar cartesiaans product, wanneer haar marginalen dit ook zijn in de overeenkomstige componenten van
dit cartesiaans product. Deze eigenschap geldt eveneens voor eindige _ -producten. Met dit laatste bedoelen
we possibiliteitsmaten die via een t-norm _ gevormd zijn uit een eindig aantal possibiliteitsmaten.
PROPOSITIE 3.10. Laat ¨ﬀÀOý© een complete tralie zijn. Stel k is een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op het product
¨:£heØÀjeu© van een eindige, niet-lege familie van ruime ruimten ¨c¨£a`fÀj{`'©Äb"¥2c»© . Stel dat elke marginale
k` , bÎ¥yc van k op ¨:£a`ﬂÀj{`-© uitwendig regulier is in Å	`;¥®j{` met betrekking tot een topologie #` op
£ ` . Als kú¨¾¤ `U-e Å ` ©¸Ì{±³²´ `U-e k ` ¨#Å ` © , dan is k uitwendig regulier met betrekking tot de producttopologie
lï¨'¨£ ` À ` ©Äfb"¥2c»© in ¤ `U-e Å ` .
BEWIJS.
kú¨¾¤#`U-eÅ	`-©Ìï±ç²´
`U-e
k`¨Å	`'©
Ìï±ç²´
`U-e
±³²´t¿Hk
`
¨¶
`
©Ä2Å
`

¶
`
¥+
`
þ8j
`
Á
Ìd±ç²´O¿J±ç²´
`U-e
k`¨¶`'©Ä2Å`

¶	`!¥+#`þ8j{` voor alle b!¥@c Á
ÝK±ç²´O¿/kú¨¾¤`U-eM¶	`©ÄiÅ`

¶	`!¥+#`EþÝj{` voor alle b!¥dc Á
ÝK±ç²´O¿/kú¨¶©Äx¤`U-eÅ	`

¶p¥@lï¨'¨£a`À#`©Äb"¥2cÈ©þÝjeØÁ
Ýk×¨¡¤`U-eÅ	`'©
Ó
Bijgevolg is k uitwendig regulier met betrekking tot lï¨'¨:£a`ﬂÀ`©Äfb!¥dc»© in ¤`U-eÅ` .
Van een eindig aantal possibiliteitsmaten die alle een complete tralie ¨ﬀÀOý© als codomein hebben kunnen
we de product-possibiliteitsmaat voor een t-norm _ op ¨	ﬀÀOý© bepalen. De verdeling van dit _ -product in een
element van haar domein is de t-norm _ van de waarden die de verdelingen van de gegeven possibiliteitsmaten
aannemen in de overeenkomstige projecties van dit element. Op deze manier krijgen we de volgende definitie
van het begrip ‘ _ -product’ (zie verder [Coo93b]).
DEFINITIE 3.11. Stel _ is een t-norm op een complete tralie ¨	ﬀÀOý© . Stel c is een niet-lege, eindige verza-
meling. Laat k	` een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte ¨:£a`Àj{`-© zijn met '` als verdeling. De
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op de ruime productruimte ¨:£he!Àje© , waarvan de verdeling  gegeven is door
¨P>©"ÌŁ_ `U-eZ'`¨P¨gb'©'©À ÑxP7¥£heÀ
wordt het _ -product van de possibiliteitsmaten ¨k	`ÐÄb"¥@c»© genoemd. De verdeling  noemen we eveneens
het _ -product van de verdelingen ¨Y`ÐÄfb!¥dc»© .
De volgende propositie geeft nu een met propositie 3.10 analoog resultaat voor _ -producten van possibi-
liteitsmaten.
PROPOSITIE 3.12. Stel _ is een t-norm op een complete tralie ¨ﬀÀtý© die compleet distributief is over ±ç²´ in
¨ﬀÀOý© . Laat c een niet-lege, eindige verzameling zijn. Stel k ` , b}¥oc is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op
¨:£
`
Àj
`
© . Laat k het _ -product van ¨k ` Äfb!¥@c»© zijn. Stel dat k ` , bú¥Cc uitwendig regulier is in Å ` ¥j `
met betrekking tot een topologie  ` op £ ` . Als kú¨¡¤ `U-e Å ` ©Ì_ `U-e k ` ¨Å ` © , dan is k uitwendig regulier met
betrekking tot de producttopologie lï¨'¨:£ ` À ` ©Äfb!¥dc»© in ¤ `U-e Å ` .
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BEWIJS.
kú¨¾¤#`U-eÅ	`-©ÌŁ_ `U-eMk`¨Å	`'©
ÌŁ_ `U-e±ç²´t¿Hk`¨¶`'©Ä%Å`

¶	`Ø¥#`>þ~j{`fÁ
Ìd±ç²´O¿_ `U-eZk	`ﬂ¨¶`'©ÄiÅ`

¶	`!¥+#`EþÝj{` voor alle b!¥dc Á
ÝK±ç²´O¿/kú¨¾¤`U-eM¶	`©ÄiÅ`

¶	`!¥+#`EþÝj{` voor alle b!¥dc Á
ÝK±ç²´O¿/kú¨¶©Äx¤`U-eÅ	`

¶p¥@lï¨'¨£a`À#`©Äb"¥2cÈ©þÝjeØÁ
Ýk×¨¡¤ `U-e Å ` ©
Ó
Bijgevolg is k uitwendig regulier met betrekking tot lï¨'¨:£a`ﬂÀ`©Äfb!¥dc»© in ¤`U-eÅ` .
GEVOLG 3.13. Stel _ is een t-norm op een complete tralie ¨	ﬀÀtý© die compleet distributief is over ±³²J´ in
¨ﬀÀOý© . Laat c een niet-lege, eindige verzameling zijn. Stel k` , b¥oc is een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op
¨:£ ` Àj ` © . Laat k het _ -product van ¨	k ` Äb!¥@c»© zijn. Als k ` , b»¥(c uitwendig regulier is met betrekking tot
een topologie  ` op £ ` in de atomen van j ` , dan is k uitwendig regulier met betrekking tot de producttopologie
lï¨'¨£ ` À ` ©Äfb"¥2c»© in de atomen van j e .
BEWIJS. Neem een element P uit £he . Uit propositie 3.2 volgt dat û PJü ± Ì¤`U-e û P¨gb'©Hü ± . Bij definitie van
_ -product hebben we: kú¨ û PCü ±S ©Ìy_ `U-eEk`¨ û P¨Ab'©Hü ± © . Wegens propositie 3.12 is k uitwendig regulier met
betrekking tot lï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥@c»© in û PCü ±S .
3.4. Formele definitie van een possibilistisch proces
Voor het invoeren van possibilistische processen maken we gebruik van de definitie die De Cooman
[Coo93b, Coo97a, Coo97b, Coo97c] gegeven heeft aan de notie possibilistische veranderlijke. Informeel
kunnen we een possibilistische veranderlijke beschouwen als een veranderlijke waarvoor de beschikbare in-
formatie over de waarden die ze kan aannemen kan voorgesteld worden door een possibiliteitsmaat. In een
formele benadering gaan we uit van een basisruimte ¦ , die voorzien is van een ruim veld j , en een steek-
proefruimte £ , die voorzien is van een ruim veld j . De beschikbare informatie wordt voorgesteld door een
possibiliteitsmaat k	 op de basisruimte ¨5¦ÈÀj© die haar waarden aanneemt in een complete tralie ¨ﬀÀtý© .
Een ¦® £ -afbeelding R die j­®8j -meetbaar is wordt een possibilistische veranderlijke in ¨:£.Àj© genoemd.
De ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat k op ¨£=Àj© , die aan een element ÖÕ¥{j de waarde k?¨Ö­© Ì¼k	¨R
ß
°
¨#Ö×©c©
toekent, representeert de aanwezige informatie aangaande de waarden die R kan aannemen in £ . Merk op:
uit de bespreking in paragraaf 1.4.5 volgt dat k9 de beperking is tot j van de via R getransformeerde ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat k 

op ¨:£.Àj 

© . De possibiliteitsmaat k is verder volledig bepaald door haar verdeling 
die in een element P van £ gegeven is door


¨P>©!Ì*k

¨
û
PCü$± ©Ì*k

¨	R
ß
°
¨
û
PCü$± ©'©Ì
à'áJâ
¦
§
354
Þ
Ä
¹¡Å Æ
á


¨:¤!©
Ó (3.7)
De afbeelding  zullen we de possibiliteitsverdelingsfunctie van R noemen.
Tenzij het uitdrukkelijk anders wordt aangegeven zullen we in het vervolg impliciet ¨#¦ÈÀj© laten fungeren
als basisruimte voor elke beschouwde possibilistische veranderlijke. Kennis van k	 laat dan uiteraard toe om
de possibiliteitsverdelingsfunctie van om het even welke possibilistische veranderlijke te bepalen.
Een possibilistisch proces kunnen we nu formeel definie¨ren als een familie van possibilistische verander-
lijken met een gemeenschappelijke steekproefruimte.
DEFINITIE 3.14. Een niet-lege familie ¨R ` Äb"¥2c»© wordt een possibilistisch proces in een ruime ruimte ¨:£=Àj©
genoemd als R ` , b»¥rc een possibilistische veranderlijke in ¨:£=Àj© is. Een possibilistisch proces ¨UR ` Äfb!¥@c»©
wordt discreet genoemd als de indexverzameling c aftelbaar is, en continu als c een niet-triviaal interval van
ree¨le getallen is. Wanneer de indexverzameling c geordend is door een partie¨le orderelatie ý , zullen we dit
eventueel in de notatie duidelijk maken door ¨Rf`"Äb"¥Î¨AcÀOý©c© te schrijven in plaats van ¨R`"Äb"¥dc»© .
Als c een lineair geordende verzameling is, dan kunnen we c interpreteren als een tijdsverzameling –
dit wil zeggen: een verzameling van opeenvolgende tijdstippen. Voor een possibilistisch proces ¨UR`"Äfb!¥@c»©
zullen we de veranderlijke R` , b¥Cc ook de waarde van het proces op tijdstip b noemen. Een possibilistisch
proces ¨	R`ÐÄb"¥@cÈ© in ¨:£=Àj© kan ook beschouwd worden als een familie van afbeeldingen, die een element b
uit c afbeelden op de waarde R ` ¨:¤!© die de possibilistische veranderlijke R ` in een vast gekozen element ¤e¥¦
aanneemt. De cF®G£ -afbeelding R ¦ , zo dat R ¦ ¨Ab'© ÌR ` ¨8¤!© , bÏ¥¨c , zullen we een steekproefafbeelding of
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realisatie van het possibilistische proces noemen. Wanneer c een aftelbare indexverzameling is, dan noemen
we de steekproefafbeeldingen ook steekproefrijen.
Beschouw nu een willekeurige familie van possibilistische veranderlijken ¨R ` Äb"¥2c»© met correspon-
derende steekproefruimten ¨c¨:£ ` Àj ` ©Äfb!¥@c»© . Anders gezegd: laat R ` een possibilistische veranderlijke in
¨:£ ` Àj ` © zijn voor elk element b!¥@c . Voor een niet-lege deelverzameling G van c is de productafbeelding R D
van ¨	R`ÐÄb"¥ G © volgens propositie 3.3 een possibilistische veranderlijke in ¨:£ÝDÀjÐD>© , waarvan de possibili-
teitsverdelingsfunctie   2J£ÝD~y^ﬀ in een element P van £ÝD gegeven is door:
  ¨P>©ØÌ
à'áCâ
 
Þ
¦
áUSÄ
¹¡Å Æ

YØ¨:¤!©Ì
à'áCâ
Þª©
`U¦D3á
Þ
 
Þ
¦
áUSÄ
¹
Þ
`á
Å Æ

á
Y!¨8¤!©
Ó (3.8)
Voor het afleiden van de bovenstaande gelijkheid maakten we gebruik van de in propositie 3.2 bepaalde uit-
drukking voor de atomen van een ruim productveld.    beschrijft volledig de aanwezige informatie over de
waarden die de veranderlijken R ` , b¥ G gemeenschappelijk – als een product – in de verzameling £ D aanne-
men. Daarom zullen we    ook de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van de veranderlijken
R ` , b"¥
G noemen.
Wanneer we dus beschikken over de informatie k op de basisruimte ¨#¦ÈÀj© , kunnen we de gemeen-
schappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van elke familie van possibilistische veranderlijken berekenen. In
de volgende paragraaf onderzoeken we een bijzonder geval van het omgekeerde probleem: als de informatie
over een systeem gegeven is door een familie van afbeeldingen xD2£ÝD~y^ﬀ , waarbij G behoort tot een klasse
P van deelverzamelingen van c , bestaat er dan een basisruimte met een possibiliteitsmaat die de basisruimte
is van een possibilistisch proces, waarvoor de gegeven afbeeldingen precies de bijhorende gemeenschappelijke
possibiliteitsverdelingsfuncties zijn? Meer bepaald zullen we dit nagaan voor het speciale geval waarin P de
klasse van alle niet-lege, eindige deelverzamelingen van c is.
Het zojuist geschetste probleem noemen we verder het possibilistisch Daniell-Kolmogorov-probleem, om-
dat het de possibilistische tegenhanger is van een probleem, dat Daniell en Kolmogorov in de probabiliteitsthe-
orie als volgt hebben opgelost [Bil79, Bur72].
STELLING 3.15. Stel dat we voor ¨¥ﬁI.Í!¿n«JÁ verschillende elementen bc°iÀ ÓtÓOÓ ÀXb§ uit c een probabiliteitsmaat
¾
`
4
Î[«[«[« Î `A¬ op de ­ -algebra van de Borel-verzamelingen M § van  § hebben. Deze probabiliteitsmaten voldoen
aan de volgende twee consistentievoorwaarden.
® Stel ® is een permutatie van ¿¯%À ÓOÓOÓ À¨>Á , ¨ ¥ﬁI;Í¿n«JÁ . Laat v¯ de  § ®¬ § -afbeelding zijn zo dat
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Voor ¨ verschillende elementen b ° À ÓOÓOÓ À~b § uit c hebben we
¾°`
4
Î[«[«[« Î `
¬
¨,×©ØÌa¾°`8±|²
4A³
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M
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Ó (3.9)
® Laat ¨¥+I4Í¿n«JÁ . Voor ¨ÊÚd¯ verschillende elementen bc°iÀ ÓtÓOÓ ÀXb§ ß ° van c hebben we:
¾°`
4
Î[«[«[« Î `
¬
is de marginale van ¾µ`
4
Î[«[«[« Î `
¬
Î `
¬~¶
4
op ¨	 § À M § © Ó (3.10)
Dan bestaan er een probabiliteitsruimte ¨#¦ÈÀV·Àf¾Ê© en een stochastisch proces ¨£a`"Äb"¥dc»© met ¨#¦ÈÀV·Àf¾Ê© als
basisruimte, waarvoor ¨¾°`
4
Î[«[«[« Î `
¬
Ä¨Ab
°
À
ÓOÓtÓ
À~b
§
©7¥¨c
§
met ¨V¥ÀIaÍ×¿\«Á zo dat b
å
(Ì¸b
 als êN(ÌK © de eindig
dimensionale verdelingen zijn. Dit wil zeggen:
¾0¨'¨:£a`
4
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©"¥,ú©ØÌa¾µ`
4
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¬
¨,ú©À Ñx,p¥
M
§
À
voor elke ¨¥+I¸ÍØ¿n«Á verschillende elementen bc°\À ÓOÓOÓ À~b§ uit c . Hiertoe kunnen we de volgende keuzen maken:
® voor elke b!¥@c kunnen we de projectie-operator ¹ ` die P7¥ e afbeeldt op P¨Ab'©¥ nemen voor £ ` ;
® als meetbare ruimte ¨#¦ÈÀV·"© voor ¾ kunnen we ¨ e À M e © nemen, waarbij M e de ­ -algebra op  e is gege-
nereerd door ¿¹ ß °
`
¨,×©Ä,É¥
M en b!¥@cÁ .
3.5. Een possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling
Voor een gegeven familie van ¨	ﬀÀOý© -waardige afbeeldingen, die gedefinieerd zijn op eindige cartesiaanse
producten van een steekproefruimte en die voldoen aan een natuurlijke consistentie-eigenschap, willen we in
deze paragraaf aantonen dat er altijd een possibiliteitsruimte bestaat die kan fungeren als basisruimte voor de
veranderlijken van een possibilistisch proces, waarvan de eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelings-
functies precies overeenkomen met de gegeven ¨ﬀÀtý© -waardige afbeeldingen.
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3.5.1. Possibilistische systemen. Laten we van start gaan met een possibilistisch systeem waarvoor de
volgende informatie gegeven is:
® een niet-lege verzameling c (als ‘tijdsverzameling’);
® een complete tralie ¨ﬀÀOý© ;
® een familie van ruime ruimten ¨c¨£ ` Àj ` ©Äb"¥2c»© ;
® voor elke verzameling G zo dat  O G Hqc een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat k D op de ruime ruimte ¨:£ D Àj D ©
met xD als verdeling.
De familie van verdelingen ¨xD.Ä O G Hqc»© wordt consistent genoemd als voor elke twee verzamelingen
G
° en G · zo dat  O G °

G
·ºHqc en voor elk element P=¥}£ÝD
4
:
YD
4
¨P>©!Ì
àcáJâ
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
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
4
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æ
¹
xD v ¨
B
©
Ó (3.11)
Het is meteen duidelijk dat ¨ D Äf O G H?c© consistent is als en alleen als de corresponderende possibili-
teitsmaten ¨	k D Äa O G Hqc© aan de volgende, natuurlijke consistentievoorwaarde voldoen: als G ° en G · twee
verzamelingen zijn zo dat  O G °

G
·H?c , dan is
k D
4
de marginale van k Dfv op ¨£ D
4
Àj D
4
©À (3.12)
dit wil zeggen: k D
4
¨	,ú©ÐÌk Dfv ¨ªM« ß
°
D v Î D
4
¨	,ú©'© , Ñx,+¥j D
4
. In het vervolg zullen we hiervoor vereenvoudigend
schrijven dat k)D
4
Ìsk)D v
·
ªM« ß
°
Dv Î D
4
.
De familie van possibiliteitsmaten ¨k)D.Ä O G H?c© zullen we dan eveneens consistent noemen.
De familie van alle eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties ¨  ÄY O G H=c»© , die
kunnen worden bepaald met een familie van possibilistische veranderlijken ¨R`"Äfb!¥dc»© in ¨c¨:£a`Àj{`-©Äfb!¥@c»©
die alle ¨#¦ÈÀjØÀk© als basisruimte hebben, is altijd consistent. Dit volgt onmiddellijk uit de volgende vast-
stellingen. Neem twee verzamelingen G ° en G · zo dat Ð(Ì G °

G
·Hqc . Voor een element , uit jÐD
4
hebben
we:
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Dit wil zeggen dat k9 
4
de marginale van k9 
v
op ¨£ÝD
4
ÀjÐD
4
© is.
Analoog hebben we voor een niet-lege verzameling G van c en een element b van G dat k  de marginale
van k  op ¨:£a`ﬂÀj{`-© is.
De consistentie-eigenschap is bijgevolg een nodige voorwaarde om een familie van verdelingen te kunnen
voorstellen als de familie van de eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties van een familie
possibilistische veranderlijken met een gemeenschappelijke basisruimte.
We gebruiken voorts de volgende notaties. De bijectie ªE«
T`;W¡Î `
, bÎ¥Oc is – zoals uit de resultaten uit
propositie 3.4 blijkt – een meetbaarheidbewarende transformatie van ¨:£
T~`;W
Àj
T~`;W
© naar ¨:£ ` Àj ` © . Hieruit volgt
dat j{` Ì*j
»-¼

8
½

T~`;W
Ì ¿.ªE«
T~`;W Î `
¨	,ú©Äa,p¥Ðj
T~`;W
Á . De via ªM«
T~`;W¾Î `
getransformeerde ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op
¨:£
`
Àj
`
© zullen we noteren door k ` . Bij definitie is k ` Ì\k
»-¼

8
½

T~`;W
. De verdeling van k ` zullen we noteren
door  ` . Uit propositie 1.66 volgt dat  ` ÌL
T~`;W
·
ªE«
ß
°
T~`;W¾Î `
. Uiteraard is k
T`;W
genormeerd als en alleen als k `
genormeerd is.
OPMERKING 3.16. Voor een consistente familie van verdelingen ¨YDaÄÁ O G Hqc© hebben we de volgende
eigenschappen.
1. Stel b"¥@c . Laat G Hqc zo dat b!¥ G . Dan is k	` de marginale van de possibiliteitsmaat k)D op ¨£a`fÀj{`-© .
Uit de consistentie van ¨ D Ä O G Hqc© volgt immers dat k
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is. Bijgevolg is
k
`
Ìsk
T~`;W
·
ªM« ß
°
T~`;W¡Î `
Ì¨k
D
·
ªM« ß
°
DÎ T`;W
©
·
ªE«Sß
°
T~`;W¡Î `
Ìﬂk
D
·
ªM«ß
°
D3Î `
Ó
In het bijzonder is
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2. Laat ¨	R ` Äb"¥dc»© een familie van possibilistische veranderlijken in ¨c¨:£ ` Àj ` ©Äb"¥dc»© zijn die de ¨	ﬀÀOý
© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte hebben en zo dat
  ÌsxD voor alle  O G H?c Ó
Dan is de possibiliteitsverdelingsfunctie    van R ` , b¥Ec gelijk aan  ` . Omdat  ` Ì[
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hebben we voor elke P7¥£a` immers dat:
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Wanneer de verdelingen ¨xDTÄ O G Hqc© bepaald zijn door het combineren van de zojuist ingevoerde
verdelingen '` , b¸¥c met een t-norm _ , zullen we zeggen dat ¨YDÆÄZ O G H?c© uit eindige _ -producten
bestaat. Formeel betekent dit het volgende.
DEFINITIE 3.17. Stel _ is een t-norm op ¨ﬀÀtý© . We zeggen dat ¨ D Äx O G Hqc© uit eindige _ -producten
bestaat als voor elk element P=¥£ D waarbij  O G H?c :
xD¨P>©ØÌ_ `U¦DW'`¨P¨gb'©c©
Ó
Een aantal hulpeigenschappen, die met dit begrip verband houden, hebben we samengebracht in de vol-
gende propositie.
PROPOSITIE 3.18.
1. Als ¨xD.Ä O G Hqc© consistent is, dan hebben we voor elk element P7¥£ÝD met  O G H¡c :
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¨P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Ó
2. Stel _ is een t-norm op ¨	ﬀÀtý© die compleet distributief is over à'áCâ in ¨ﬀÀOý© . Onderstel dat ¨xD Ä

O
G
Hqc© bestaat uit eindige _ -producten en dat k` genormeerd is voor elk element b ¥rc , dan is
¨YD§Ä
O
G
H?c© consistent.
BEWIJS. We beginnen met het bewijs van het eerste resultaat. Neem een verzameling G zo dat  O G Hqc .
Laat P=¥£ÝD . Voor elk element b uit G hebben we wegens de consistentie van ¨ 6 Ä O òH?c© dat
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Als gevolg hiervan hebben we dat  D ¨P>©ý~±ç²´ `U¦D  ` ¨P¨gb'©'© .
Laten we verdergaan met het bewijs van het tweede resultaat. Omdat de possibiliteitsmaten k ` , b ¥Łc
genormeerd zijn, hebben we wegens de complete distributiviteit van _ over à'áJâ in ¨ﬀÀOý© dat
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of, equivalent hiermee, dat k D genormeerd is voor elke verzameling G zo dat  O G H?c .
Laat G ° en G · twee verzamelingen zijn zo dat  O G ° O G · Hqc . Voor een element P7¥£ D
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omdat _ compleet distributief is over à'áCâ in ¨	ﬀÀOý© en omdat k
D v QóD
4
genormeerd is. Hiermee hebben we
aangetoond dat ¨ D Ä¦ O G H¡c© een consistente familie van verdelingen is.
3.5.2. Voorstelling van de informatie door een maxitieve inhoud. De informatie in een consistente
familie verdelingen ¨ D Äa O G Hqc»© kan alternatief voorgesteld worden door een ¨	ﬀÀOý© -waardige afbeelding
] op het veld } e van de meetbare cilinders van de ruime productruimte ¨£ e Àj e © . Deze voorstelling is
mogelijk op grond van de volgende redenering.
Stel G ° is een niet-lege, eindige deelverzameling van c . Een element Å ° van j D
4
genereert de meetbare
cilinder Ö,ÌLªM« ß °
eCÎ D
4
¨Å ° © , waarin we ] vrij natuurlijk kunnen definie¨ren door ]É¨Ö­©ÌJk)D
4
¨Å ° © . Voor een
ander koppel ¨ G ·SÀcÅ»·t© zo dat Ö,ÌQªM« ß °
eCÎ Dfv
¨Å·\© waarbij G · een niet-lege, eindige deelverzameling van c is en
Å · een element van j Dfv is, moeten we volgens de voorgestelde constructiemethode voor ] zonder onder-
scheid eveneens de waarde k Dfv ¨Å · © toekennen aan ]p¨#Ö×© . ] is bijgevolg maar goed gedefinieerd in Ö voor
zover kýD
4
¨Å ° ©!ÌQk)D v ¨Å»·n©
. Omdat ªE«
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, is ÖÉÌﬂªE« ß °
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D v
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4
¨Å ° ©c© .
Analoog is ook Ö ÌØªE« ß °
eWÎ D
4~¿
Dfv
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°
D
4¿
Dfv¡Î Dfv
¨#Å·\©'© . Wegens het surjectief zijn van de optredende projectie-
operatoren volgt hieruit dat ªE« ß °
D
4 ¿
D v Î D
4
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D v Î D v
¨Å · © . Omdat ¨ D Ä4 O G H¢c»© consistent is,
zijn k)D
4
en kýD v de marginalen van kýD
4 ¿
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op ¨:£ÝD
4
ÀjÐD
4
© en ¨:£ÝD v ÀjÐD v © . Dit impliceert dat k)D
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De informatie aanwezig in een consistente familie verdelingen ¨ D Ä3 O G H¡c© kunnen we dus alterna-
tief representeren door een ¨ﬀÀtý© -waardige afbeelding ] op } e , die als volgt gedefinieerd is.
DEFINITIE 3.19. Stel ¨ D Ä O G HOc»© is een consistente familie van verdelingen. Dan is ] de } e ®ﬀ -
afbeelding, die een element Ö van }e afbeeldt op
]É¨Ö­©ØÌ*k)D¨#Å»© (3.13)
waarbij G een niet-lege, eindige deelverzameling van c is en Å een element van jÐD zo dat ÖÌsªE« ß °
eCÎ D
¨#Å»© .
We onderzoeken nu of de afbeelding ] op } e kan worden uitgebreid tot een possibiliteitsmaat. Een
possibiliteitsmaat die ] uitbreidt zal ten minste gedefinieerd zijn op het door } e voortgebrachte ruim veld op
£he . Door propositie 3.8 weten we dat »¾½  ¨7}eu©ÊÌ®je . Als een possibilistische uitbreiding van ] tot je
inderdaad gevonden kan worden, dan kan ] zonder moeite ook possibilistisch uitgebreid worden tot om het
even welk ruim veld dat }e omvat – en dus ook tot je : de grootste possibilistische uitbreiding van ] tot
een ruim veld dat de elementen van }e bevat heeft  ^ als verdeling. Zoals in paragraaf 1.4.4 aangegeven
werd is een willekeurige afbeelding echter niet zonder meer uitbreidbaar tot een possibiliteitsmaat. Een nodige
voorwaarde voor de possibilistische uitbreidbaarheid van ] is dat ] een P-consistente afbeelding op }e is.
Laten we eerst nog een aantal belangrijke eigenschappen van ] opsommen.
PROPOSITIE 3.20. Stel dat ¨YD<Ä¦ O G Hc»© consistent is. Dan is ] een goed gedefinieerde afbeelding met
de volgende eigenschappen.
1. ] is een ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op } e .
2. Als G een niet-lege, eindige deelverzameling van c is, dan is de restrictie ]ïÄ À 
½
 van ] tot } eCÎ D een
¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op de ruime ruimte ¨:£ e À} eCÎ D © .
3. Als } e een ruim veld op £ e is, dan is ] een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£ e À~} e © .
4. Als ] P-consistent is op Òe , dan is ] ook P-consistent op }e , en natuurlijk omgekeerd.
5. Als ¨:£a`ﬂÀj{`'© , b"¥2c compacte topologische ruimten zijn, dan is ] P-consistent op }e .
6. De verdeling  ^ van de ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat k  ^ is gegeven door:

^
¨PE©ØÌ ±ç²´
Á
D'e
xD¨ªM«
eCÎ D
¨PE©'©À ÑYP7¥}£ae
Ó (3.14)
7. Stel dat ] uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat. Dan is er een familie ¨UR`!Äb!¥@c»© van
possibilistische veranderlijken in ¨c¨:£a`Àj{`-©Äb"¥@c»© met een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀjØÀk	©
als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van RD ,  O G H¡c gegeven is door   ÌzYD .
Hierbij kunnen we de volgende keuzen maken:
® de ruime productruimte ¨:£heØÀjeu© voor ¨#¦ÈÀj© ;
® een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat, die ] uitbreidt tot ¨:£heØÀjeu© , voor k	 ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥2c van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
8. Als k  ^ Ì] op Ò e , dan is k  ^ ÌD] op } e .
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9. Voor elke verzameling G zo dat  O G H¡c is k D ¨£ D ©~ÌÂ]p¨£ e © . Voor elk element b uit c is
k ` ¨:£ ` ©ÌŁ]p¨:£ e © .
BEWIJS. We tonen eerst aan dat ] een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op }e is. Neem twee elementen Ö ° en
ÖÈ· uit }e . Wegens propositie 3.6.3 bestaat er dan een niet-lege, eindige deelverzameling G van c zo dat
Ö
å
ÌØªE« ß
°
eCÎ D
¨#Å
å
© met Å
å
¥*jÐD voor ê0¥¿S¯%À

Á . Dan behoort Å ° ;§Å»· tot jÐD vermits jÐD een ruim veld
op £ D is. Hieruit volgt dat Ö °;§Ö · ÌªM« ß °
eCÎ D
¨Å °u;.Å · © een element van } eWÎ D is. Omdat k D een ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op j D is, krijgen we met de definitie van ] dat ]É¨Ö°Á;­Ö · ©Ì*k D ¨#ÅÈ°;­Å · ©Ìﬂk D ¨ÅÈ°t©1ö
k D ¨Å · ©!ÌD]p¨#Ö °t©xö{]É¨Ö · © . Omdat voorts } e een veld op £ e is en ]É¨	S©Ìa«¦ , is ] een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve
inhoud op } e .
We tonen nu de tweede uitspraak aan. Laat hiertoe G een niet-lege, eindige deelverzameling van c zijn.
Dan is }eCÎ D

}e . Omdat kýD een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op het ruim veld jÐD is, impliceert propositie 3.6.1
dat de restrictie ]ÉÄ Àu
½
 een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op het ruim veld }eCÎ D is.
We gaan verder met het bewijs van de derde uitspraak. Als }e een ruim veld op £he is, dan bestaat
er wegens propositie 3.9 een niet-lege, eindige deelverzameling G van c zo dat } e ÌÃ} eCÎ D . Uit de zojuist
aangetoonde tweede uitspraak volgt onmiddellijk de derde uitspraak.
Stel dat ] P-consistent op Ò e is. Stel verder dat Ö ¥} e en laat ¨Ö  Ä¡K ¥©¢
© een willekeurige over-
dekking door meetbare cilinders van Ö zijn. Dit wil zeggen: ¨Ö  Ä¾K0¥¢©

}e zo dat Ö

¸

¦¥
Ö

.
Dan bestaat er een niet-lege, eindige deelverzameling G van c en een familie ¨Å
å
Äê¸¥Ł<©

ÒeCÎ D zo dat
ÖpÌ
¸
å
-Ä
Å
å
. Analoog bestaat er voor elke K ¥¬¢ een niet-lege, eindige deelverzameling GC van c en een fa-
milie ¨Å
å

ÄiêØ¥d<

©

Ò
eCÎ D
F zo dat Ö  Ì
¸
å
-ÄF
Å
å

. Stel ¨¥< . Dan is duidelijk Å §

¸

¦¥
¸
å
-ÄF
Å
å

. Omdat
] bij onderstelling P-consistent op Ò e is, hebben we dat ]p¨Å § ©"ý à'áJâ 
¦¥
à'áCâ
å
-ÄF
]p¨#Å
å

© . Omdat ]p¨#Ö×©ØÌ
àcáJâ
§
-Ä
]p¨Å
§
© en ]p¨#Ö  ©ÈÌ à'áJâ
å
-Ä
F
]p¨#Å
å

© voor elke K.¥z¢ , vinden we dat ]p¨#Ö×©úý à'áJâ 
¦¥
]p¨#Ö

© . Dit
betekent dus dat ] eveneens P-consistent op }e is.
We tonen nu de vijfde uitspraak aan. Onderstel daartoe dat de ruime ruimten ¨:£a`Àj{`-© , b­¥Dc compact
zijn. Wegens de stelling van Tychonov [Kel59] is £he compact voor de producttopologie lï¨c¨:£a`Àj{`-©Äb"¥@c»© .
Neem een element Ö uit }e . Laat ¨#Ö  Ä¡K ¥N¢© een overdekking van Ö zijn met elementen uit }e . Dit wil
zeggen: Ö

¸

¦¥
Ö

. We kunnen Ö voorstellen door ÖÌªE« ß °
eCÎ D
¨,ú© waarbij  O G Hqc en ,¥ﬂjÐD .
Omdat jÐD gesloten is voor complementering, is , gesloten in de topologische ruimte ¨£8DÀjÐD?© . Uit de ein-
digheid van G en propositie 3.9 volgt dat lï¨'¨£k`ﬂÀj{`'©»Ä§b¥ G ©"ÌﬂjÐD . Omdat ªM«
eCÎ D
een continue afbeelding
van ¨:£ e ÀXlï¨'¨£ ` Àj ` ©ÏÄµb0¥c»©'© naar ¨:£ D ÀXlï¨'¨£ ` Àj ` ©ÏÄµb0¥ G ©c© is, is Ö een gesloten verzameling in de
compacte topologische ruimte ¨:£ e ÀVlï¨'¨:£ ` Àj ` ©Äb¥rc»©'© . Dit impliceert verder dat Ö een compacte verza-
meling in ¨£ e ÀXlï¨c¨:£ ` Àj ` ©Ä5bÈ¥ic»©c© is. Uit propositie 3.8 volgt dat } e

lÉ¨c¨:£
`
Àj
`
©Ä5bÈ¥icÈ© , waardoor
¨Ö

Ä¡K0¥©¢© een open overdekking vormt van Ö in ¨£aeØÀXlï¨'¨£a`Àj{`-©ÄfbÐ¥dc»©c© . Wegens de compactheid van
Ö bestaat er een eindige deelverzameling ¢Ë van ¢ zo dat Ö

¸

¦¥aå
Ö

. Omdat ] wegens de eerste uitspraak
een ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op het veld } e is, hebben we dat ]É¨Ö×©»ýo]p¨ ¸ 
¦¥aå
Ö

©Ì
àcáJâ

¦¥aå
]É¨Ö

©ý
àcáJâ

¦¥
]É¨Ö

© . Dit betekent dat ] een P-consistente afbeelding op }e is.
Merk op dat de verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©c© in
een element P van £ e gegeven is door

^
¨P>©ØÌ ±ç²´
ÃE
À

Î
¹
%Ã
]É¨Å»©!Ì ±ç²´
u
D'e
±ç²´
K

±

Î
¹

»-¼
354

½

Þ
K
á
kýD¨Ö­©ØÌ ±ç²´
u
De
xD¨ªM«
eCÎ D
¨P>©c©
Ó
Dit toont de zesde uitspraak aan.
Laten we verder gaan met het bewijs van de zevende uitspraak. Onderstel dat ] uitbreidbaar is tot een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat. Stel dan ¦eÌe£he en j.Ìsje . Laat k	 een willekeurige ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat
zijn die ] uitbreidt tot ¨£aeØÀjeu© . Voor elk element Å uit jÐD met  O G H?c hebben we dan:
k	Ø¨ªM« ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©ØÌŁ]p¨ªM« ß
°
eCÎ D
¨Å»©c©ØÌﬂkýD¨Å»©
Ó (3.15)
Neem een element b uit c . Laat R` ÌzªE«
eWÎ `
. Uit de keuze j.Ìsje en definitie 3.1 volgt dat R` een possibilis-
tische veranderlijke in de ruime ruimte ¨£ ` Àj ` © is. Laat vervolgens G een niet-lege, eindige deelverzameling
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van c zijn. Uit proposities 3.3 en 3.4 volgt dat R D Ì ¤ `U¦D R ` Ì ¤ `U¦D ªM«
eCÎ `
ÌØªE«
eCÎ D
een possibilistische
veranderlijke in ¨£ÝD
ÀjÐD>© is. Met (3.15) vinden we voor een element P.¥£ÝD dat:
  ¨P>©"Ìsk  ¨
û
PCü ±R ©Ìﬂk	¨Rß
°
D
¨
û
PCü ±R ©c©ØÌskØ¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü ±R ©c©ØÌsk)D¨
û
PCü ±R ©Ì*YD¨PE©
Ó
Als gevolg hiervan is   ÌsYD .
We verifie¨ren nu de achtste uitspraak. Laten we dus ervan uitgaan dat k  ^ Ì] op de meetbare atomaire
cilinders Òe . Neem een element Ö uit }e . Laat Å een element uit jÐD met  O G Hqc zijn zo dat ÖÌ
ªE« ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ© , dan krijgen we:
k
 ^
¨Ö×©!Ì*k
 ^
¨ªM« ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©ØÌ*k
 ^
¨
Ô
¹
%Ã
ªM« ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü ±R ©c©ØÌ
àcáJâ
¹
%Ã
k
 ^
¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨
û
PJü ±S ©'©
Ì
à'áCâ
¹
%Ã
]É¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü$±  ©'©!Ì
à'áCâ
¹
%Ã
k D ¨
û
PCü$±  ©Ìﬂk D ¨
Ô
¹
%Ã
û
PJüi±  ©
Ì*k)D¨#Å»©ØÌŁ]p¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨Å»©c©ØÌŁ]p¨Ö­©
Ó
Bijgevolg zijn k  ^ en ] gelijk op } e .
De laatste uitspraak volgt onmiddellijk uit de consistentie van ¨ D ÄW O G Hqc© , de definitie van ] , en
de gelijkheden k ` ¨:£ ` ©Ì*k
»-¼

8
½

T~`;W
¨£ ` ©Ì*k
T`;W
¨:£
T~`;W
© , b"¥dc .
OPMERKING 3.21. P-consistentie alleen is niet voldoende om ] uit te breiden tot een possibiliteitsmaat.
Langs de volgende weg kunnen we dit probleem gedeeltelijk omzeilen. Als ] P-consistent is, dan bestaat
er wegens propositie 1.65 een complete tralie ¨	ﬀØË#ÀOýË © waarin ¨	ﬀÀtý© ingebed is via een supremumbewarende
afbeelding v zo dat v · ] een P-consistente afbeelding is die uitbreidbaar is tot een ¨ﬀ Ë ÀOý Ë © -possibiliteitsmaat.
Merk op:
® v
·
k
D is een ¨	ﬀØË#ÀOýË © -possibiliteitsmaat op ¨:£ D Àj D © met v ·  D als verdeling;
®¨v
·
xD.Ä
O
G
Hqc© is consistent;
® v
·
] is een ¨ﬀ!ËÀtýËç© -maxitieve inhoud op }e die in een element Öï¥@] gegeven is door
¨	v
·
]F©O¨Ö­©ØÌ¨v
·
k)D?©O¨ÅÈ©
waarbij ÅÆ¥+jÐD met  O G Hqc zo dat ÖÌsªE« ß °
eCÎ D
¨#Å»© .
Wegens propositie 3.20.7 bestaat er een familie ¨	R ` ÄbÐ¥@c»© van possibilistische veranderlijken in de ruime
ruimten ¨'¨£ ` Àj ` ©Äb"¥2cÈ© met een ¨ﬀ!ËÀtýËç© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte zo dat de possi-
biliteitsverdelingsfunctie van RD ,  O G H¡c gegeven is door   Ìrv · YD . Hierbij kunnen we de volgende
keuzen maken:
® de ruime productruimte ¨£ e Àj e © voor ¨#¦ÈÀj  © ;
® een ¨	ﬀØË#ÀOýË © -possibiliteitsmaat, die v · ] uitbreidt tot ¨:£ e Àj e © , voor k  ;
® de projectie-operator ªE«
eWÎ `
, b!¥dc van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
We hebben met andere woorden een met propositie 3.20.7 analoog resultaat, zij het dat we voor zowel de
voorstelling van de beschikbare informatie door een maxitieve inhoud als de representatie van de informatie
door possibilistische veranderlijken moeten overgaan naar een meer geschikte complete tralie.
Uit de bespreking van het possibilistisch uitbreidingsprobleem in paragraaf 1.4.4 volgt voorts: als ]
bijkomend aan ten minste e´e´n van de voldoende voorwaarden voor uitbreidbaarheid ¨	,»°O© , ¨	, · © , ¨, ¹ © of ¨, Û ©
voldoet, dan is ] uitbreidbaar tot een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat. Door de identieke permutatie van ﬀ voor v te
nemen vinden we uiteraard het resultaat in propositie 3.20.7 terug.
We zullen deze mogelijkheid om ] ‘uit te breiden’ evenwel niet meer aanstippen in de nu volgende
resultaten. Ù
Door propositie 3.20.7 is het voor ons mogelijk om het possibilistisch systeem, waarmee we vertrokken
zijn, te bestuderen via een model van possibilistische veranderlijken. Het bestaan van zo’n model hebben
we aangetoond door een specifieke keuze te maken voor zowel de veranderlijken als hun basisruimte. We
argumenteren nu in de volgende opmerking dat we van een willekeurig model van veranderlijken altijd naar
het specifiek model van propositie 3.20.7 kunnen overgaan zonder dat dit essentie¨le beperkingen oplegt aan de
mogelijkheden om het onderliggende possibilistisch systeem te bestuderen.
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OPMERKING 3.22. Wanneer ] uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat, dan bestaat er wegens propo-
sitie 3.20.7 een familie ¨R ` Äfb!¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨'¨£ ` Àj ` ©Äb"¥@cÈ© met een ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte zo dat
  ÌzxD voor alle  O G H¡c Ó
Wegens propositie 3.3 is RfeaÌú¤n`U-eER` een possibilistische veranderlijke in ¨£heØÀje© met ¨#¦ÈÀjÀk© als
basisruimte. We kunnen via Re de possibiliteitsmaat k	 transformeren tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k  Ì
k
 

Ä ±  op ¨:£ e Àj e © die gegeven is door:
k 
 ¨	,ú©ØÌ*k  ¨Rß
°
e
¨,ú©c©À ÑÁ,¥+j e À
en waarvan de verdeling   bepaald is door
  ¨PE©ØÌﬂk  ¨
û
PJü ± ©!Ìsk	!¨	R ß
°
e
¨
û
PJü ± ©'©ØÌ
àcáJâ
¦
§
354

Þ
Ä
¹¡Å Æ

á
Y!¨8¤!©ÀÒÑxP¥}£he
Ó
Bij definitie van ruim productveld kunnen we de projectie-operatoren ¨ªE«
eWÎ `
ÄRb<¥Jc»© laten fungeren als
possibilistische veranderlijken in ¨'¨£ ` Àj ` ©Äb!¥dc»© . Als we het gedrag van deze veranderlijken afhankelijk
maken van de possibiliteitsmaat k   op de basisruimte ¨:£ e Àj e © , dan hebben we:
­

»§¼

½

Ì* 
 À voor alle  O G

c@0

»§¼

½

Ì* 
 À voor alle b!¥@c Ó
Dit volgt onmiddellijk uit de definitie R e Ì ¤ `U-e R ` , de gelijkheden R D ÌúªM«
eCÎ D
·
R e ,  O
G

c en
R
`
ÌsªE«
eWÎ `
·
R
e , b!¥dc .
Hieruit kunnen we onmiddellijk afleiden dat k9  een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£heÀje© is die ]
uitbreidt. Neem immers een element Å uit jÐD met  O G Hqc , dan hebben we:
k

¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»©'©!Ì
àcáJâ
¹
%Ã
k9

¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü
±S
©'©Ì
àcáJâ
¹
%Ã

»§¼

½

¨P>©!Ì
àcáJâ
¹
%Ã


¨P>©!Ì
à'áCâ
¹
%Ã
xD¨P>©ØÌﬂkýD¨ÅÈ©
Ì]É¨ªE«
ß
°
eWÎ D
¨ÅÈ©'©
Ó
Laat Å een possibilistische veranderlijke zijn in een ruime ruimte ¨!Àj ë © met basisruimte ¨5¦ÈÀj  Àk  ©
waarvoor er een j e ®Nj ë meetbare £ e ®¬ -afbeelding B is zo dat
Å¸ÌŁB
·
R
e
Ó
Dan is B eveneens een possibilistische veranderlijke in ¨!ÀjÐë"© die we in de plaats van Å kunnen nemen wan-
neer we het possibilistisch systeem willen bestuderen via de projectie-operatoren ¨ªE«
eCÎ `
Äb"¥dc»© . Wanneer we
voor B dezelfde basisruimte kiezen als voor de projectie-operatoren ¨ªM«
eCÎ `
Äfb!¥dc»© , namelijk ¨:£ e Àj e Àk   © ,
dan hebben we:
k	Æ¨,×©ØÌsk
Æ


¨	,ú©ØÌsk9

¨AB
ß
°
¨	,ú©'©!Ìsk	!¨	Rß
°
e
¨gB
ß
°
¨,×©'©'©!Ì*kØ¨7Å
ß
°
¨,ú©c©ØÌ*k

¨,ú©À Ñx,p¥~jÐë
Ó
Als gevolg hiervan komen de possibiliteitsverdelingsfuncties van B en Å met elkaar overeen:
YÆ¨
B
©Ìsk	Æ¨
û
B
ü
±
î
©ØÌ*k

¨
û
B
ü
±
î
©!Ìz

¨
B
©ÀÒÑ
B
¥ﬁ
Ó
Wanneer in het bijzonder ¨	ØÀjÐëØ©ØÌ¨ À ﬃ ¨ ©'© en ¨	ﬀÀtý©Ì ¨ û «JÀt¯üHÀOý© , dan is ook
ÙµÇ

Î Æ
¨
B
©Ìﬂk


¨¿B µ
B
Ái©Ì*k

¨	Rß
°
e
¨¿B µ
B
Ái©'©Ìﬂk

¨-¿ÁÅÏµ
B
Á\©ÌTÙ
Î

¨
B
©ÀÒÑ
B
¥ 
Ó
Dan zijn ook de dalende verdelingsfuncties Ù*Ç

Î Æ en Ù Î

aan elkaar gelijk. Gebruikmakend van de trans-
formatieregel voor Choquet-integralen (zie paragraaf 1.5.7), krijgen we tevens de gelijkheid
¨TÐ©
V
B3XWk

Ì¨TÐ©
V
ÅXWk	 À
voor zover deze Choquet-integralen gedefinieerd zijn. Wanneer k  genormeerd is – waardoor k   eveneens
genormeerd is en omgekeerd – en Å begrensd is, dan is wegens voorbeeld 1.114 ¨UTÐ©1cB3XWk   de natuurlijke
extensie van k   in B en ¨TÐ©1cÅSX1k  de natuurlijke extensie van k  in Å .
Hieruit kunnen we besluiten dat het kiezen van de projectie-operatoren ¨ªM«
eCÎ `
ÄbÏ¥¨c»© als possibilis-
tische veranderlijken voor het representeren van de systeeminformatie in essentie geen beperkingen met zich
meebrengt. Het gedrag van de veranderlijken ¨ªE«
eWÎ `
Ä-b¥jc»© is afhankelijk van een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat
op de basisruimte ¨£ e Àj e © die een uitbreiding moet zijn van de ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud ] . De grootste
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¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat die ] uitbreidt tot ¨:£ e Àj e © is dan uiteraard gegeven door k  ^ Ä ±  . Het gedrag van
de veranderlijken ¨ªM«
eCÎ `
Äb¥(cÈ© kan bijgevolg maar eenduidig vastgelegd worden voor zover k  ^ tevens de
unieke ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat is die ] uitbreidt tot ¨:£he!Àje© . Ù
In een derde en laatste opmerking kijken we even naar het speciale geval waarin de complete tralie ¨ﬀÀOý©
overeenkomt met het ree¨le eenheidinterval ¨ û «CÀO¯ü5ÀOý© .
OPMERKING 3.23. Laten we ervan uitgaan dat de gegeven systeeminformatie uit een consistente familie van
genormeerde ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý© -possibiliteitsmaten bestaat. Dan is wegens voorbeeld 1.114 de ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© -maxitieve
inhoud ] een coherente bovenprobabiliteit op het veld } e . Als we de gegeven systeeminformatie een behavi-
oristische interpretatie geven, dan kunnen we het gedrag van de veranderlijken ¨ªE«
eCÎ `
Äb ¥rcÈ© laten bepalen
door elke coherente uitbreiding van ] tot je (of tot ﬃ ¨£ae© ). De minst informatieve (of de minst precieze)
onder deze uitbreidingen is uiteraard de natuurlijke extensie van ] die wegens stelling 1.112 op ﬃ ¨£he© met
]
?
samenvalt. Als (alternatieve) coherente uitbreiding van ] kunnen we ook de genormeerde ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý© -
possibiliteitsmaat k  ^ nemen. Dit onderstelt echter dat k  ^ effectief een uitbreiding van ] is en dus dat ]
¾ -consistent is. Vanzelfsprekend komen dan ]
?
en k  ^ overeen op het domein } e van ] . In paragraaf 3.6
zullen we de bovenprobabiliteiten ]
?
en k  ^ grondiger met elkaar vergelijken. Ù
We sluiten deze paragraaf af met een aantal hulpresultaten die we zullen gebruiken om de possibilistische
consistentiestelling aan te tonen. In het bewijs van deze resultaten zullen we de topologische sluiting nemen van
verzamelingen in een ruimte ruimte. We herhalen even de in bijlage A opgenomen formule voor de berekening
van deze sluiting. De topologische sluiting van een verzameling Å in een ruime ruimte ¨£=Àj© is gegeven door
ﬃ
± ¨ÅÈ©­Ì
¸
¹
%Ã
û
PJü ± . Zoals aangegeven in paragraaf 1.4.4 kan een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k op ¨:£=Àj©
steeds uitgebreid worden tot een possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£§© . De grootste possibilistische uitbreiding k 

heeft
dezelfde verdeling als de gegeven possibiliteitsmaat k . Voor een element P uit £ hebben we immers dat
k


¨¿HP
Ái©ØÌz


¨P>©ØÌd±³²J´
ÃE
±
Î
¹
%Ã
k×¨ÅÈ©ØÌ*k×¨
û
PJüi±È©ØÌ*kú¨
ﬃ
±­¨¿.PÁn©'© , waardoor:
k


¨Å»©!Ì*k×¨
ﬃ
±
¨ÅÈ©'©À ÑEÅÆ¥
ﬃ
¨£§©
Ó
Hiermee kunnen we nu een aantal hulpresultaten formuleren.
PROPOSITIE 3.24. Laat ¨	ﬀÀOý© een complete tralie zijn. Stel ¨xD<Ä¦ O G H?c© is een consistente familie van
verdelingen. Stel } 
e
is het veld van alle cilinders in ¨£ e À ﬃ ¨:£ e ©'© , met andere woorden: } 
e
Ìï¿HªM«ß
°
eCÎ D
¨Å»©úÄ
ÅÆ¥
ﬃ
¨£ÝD?© met  O G H?c Á . Laat ]ﬂ7ÌJ]
?
Ä
ÀÈ

. Dan is ]ﬂ een ¨	ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op } 
e
, die een
alternatieve representatie is voor de consistente familie van possibiliteitsmaten ¨	k 


Äf
O
G
H?c© . Als P
een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£heÀje© is die ] uitbreidt, dan is k É een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op
¨:£heØÀ
ﬃ
¨:£he©c© die ]Q uitbreidt. Ten slotte is k  ^ een uitbreiding van ]Q , wanneer k  ^ een uitbreiding van
] is.
BEWIJS. Neem een element P uit £8D waarbij  O G Hqc . Dan is
ﬃ
±S
¨ªE«
ß
°
eWÎ D
¨¿HP
Ái©'©ØÌsªM«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü
±S
©Ì*ªE«
ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±S
¨¿.PÁn©'©
Ó
Voor een element Å uit ﬃ ¨:£ D © waarbij  O G Hqc vinden we hiermee:
ﬃ
±S
¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨ÅÈ©'©"ÌzªE« ß
°
eWÎ D
¨
Ô
¹
%Ã
û
PCü
±R
©Ì*ªM«ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±S
¨#Å»©'©
Ó (3.16)
Laat nu Ö een element uit } e zijn zo dat ªE« ß °
eCÎ D
¨#Å»©

Ö . Omdat Ö tevens tot j e behoort, krijgen we met
de voorgaande bevindingen dat
ªE«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©

ªE«
ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±R
¨ÅÈ©'©ØÌ
ﬃ
±
¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»©c©

Ö
Ó
Omdat ªE«ß °
eCÎ D
¨
ﬃ
±R
¨ÅÈ©'©Ð¥2}e

}

e
, vinden we met de definitie van ]
?
en ]ﬂ hieruit dat
]

¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»©'©!Ì]
?
¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨Å»©c©ØÌŁ]p¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±R
¨ÅÈ©'©c©!Ìsk)D¨
ﬃ
±S
¨#Å»©'©!Ì*k

*
¨Å»©
Ó (3.17)
Omdat YD ,  O G H¡c eveneens de verdeling is van k 


, volgt uit de onderstelling dat ¨YD§Ä O G Hqc»© con-
sistent is en uit propositie 3.20.1 dat ]Q een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud is op } 
e
die een alternatieve representatie
is voor de consistente familie van possibiliteitsmaten ¨k 
µ
Ä
O
G
Hqc©
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Onderstel nu dat P een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨£ e Àj e © is die ] uitbreidt. Neem een element
ÅÆ¥
ﬃ
¨£ D © waarbij  O G H¡c . Omdat k É dezelfde verdeling als P heeft, hebben we met (3.16) en (3.17):
k
É
¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©ØÌŁP»¨
ﬃ
±S ¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨ÅÈ©'©c©!ÌPÈ¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±R ¨ÅÈ©'©c©!ÌD]É¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
ﬃ
±R ¨ÅÈ©'©c©ØÌ]

¨ªM« ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©
Ó
Dit toont aan dat k É een uitbreiding van ]ﬂ is. Het laatste resultaat is een onmiddellijk gevolg van het
voorgaande resultaat.
3.5.3. Een possibilistische consistentiestelling. We bepalen een aantal voorwaarden die elk voldoende
zijn om de ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud ] uit te kunnen breiden tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op de ruime
productruimte ¨£ae!Àje© . Krachtens propositie 3.20.7 kunnen we dan de verdelingen ¨YD.Äa O G Hqc© voor-
stellen als de eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties van een familie van possibilistische
veranderlijken die een gemeenschappelijke basisruimte hebben. De samenbundeling van deze resultaten zullen
we de possibilistische consistentiestelling noemen.
Het vijfde resultaat van propositie 3.20 zegt dat ] P-consistent is wanneer alle ruime ruimten ¨£ ` Àj ` © ,
bÈ¥rc topologisch compact zijn. Topologische compactheid van een ruime ruimte ¨£ ` Àj ` © , bÈ¥c is – zoals
bijlage A duidelijk maakt – equivalent met stellen dat j ` een eindig aantal atomen heeft, of equivalent hiermee,
dat j{` een eindig ruim veld op £a` is. Met de bijkomende eis dat het codomein ¨ﬀÀOý© van de verdelingen
¨xD;Ä O
G
Hqc© een direct product van complete ketens is hebben we een eerste voldoende voorwaarde om
de possibilistische consistentiestelling aan te tonen.
STELLING 3.25. Laat ¨ﬀÀtý© een direct product van complete ketens zijn. Stel ¨YDpÄ O G H¤c»© is een
consistente familie van verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt:
¨	°t©~j
` , b!¥@c is eindig.
Dan is ] uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£heÀjeu© – en bijgevolg ook op ¨:£heÀ ﬃ ¨£ae©'© . De
verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£heÀ ﬃ ¨£he©'© is gegeven door

^
¨PE©ØÌ ±ç²´
Á
D'e

D
¨ªM«
eCÎ D
¨PE©'©À ÑYP7¥}£
e
Ó
Ten slotte is er een familie ¨	R`ÐÄb!¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨c¨:£a`Àj{`-©Äb"¥@c»© met
een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀjÀk	© als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van RaD ,

O
G
H?c gegeven is door    Ìs D . Hierbij kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£heÀjeu© voor ¨5¦ÈÀj© ;
®k
 ^
Ä
± voor k ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £he op £a` voor de veranderlijke Rf` .
BEWIJS. Uit propositie 3.20.5 volgt dat ] P-consistent op }e is. Uit de onderstelling dat ¨ﬀÀOý© een direct
product van complete ketens is volgt dat ] aan de voldoende voorwaarde ¨,uÛi© voor possibilistische uitbreid-
baarheid voldoet. Met de resultaten uit paragraaf 1.4.4 impliceert dit dat ] uitbreidbaar is tot een ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op ¨:£heÀje© – en bijgevolg ook op ¨:£heØÀ ﬃ ¨:£he©c© . De uitdrukking voor de verdeling van
k
 ^ volgt uit propositie 3.20.6.
Het resterend deel van de stelling volgt uit propositie 3.20.7.
Het derde resultaat van propositie 3.20 zegt dat ] een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat is, wanneer }e een ruim
veld is. Onder deze zeer restrictieve voorwaarde luidt de possibilistische consistentiestelling als volgt.
STELLING 3.26. Laat ¨ﬀÀtý© een complete tralie zijn. Stel ¨YDGÄW O G H=c»© is een consistente familie van
verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt:
¨	
·
©}
e is een ruim veld op £ e .
Dan is ] een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£aeØÀjeu© . Verder is er een familie ¨	R`ÐÄfb"¥2c»© van possibilistische
veranderlijken in ¨c¨:£a`ﬂÀj{`'©Äb"¥dc»© met een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀjÀk	© als basisruimte zo dat
de possibiliteitsverdelingsfunctie van RaD ,  O G H?c gegeven is door   ÌÀYD . Hierbij kunnen de volgende
keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£ e Àj e © voor ¨5¦ÈÀj  © ;
®¸] voor k  ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
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BEWIJS. Uit voorwaarde ¨	 · © en propositie 3.9 volgt dat } e Ìj e . Wegens propositie 3.20.3 is ] een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£ e Àj e © . Het resterend deel van de stelling volgt nu uit propositie 3.20.7.
OPMERKING 3.27. Wegens propositie 3.9 is aan voorwaarde ¨	 · © voldaan wanneer de indexverzameling c
eindig is. Stelling 3.26 is dus een possibilistische consistentiestelling voor possibilistische systemen met een
eindige tijdsverzameling. Ù
Stelling 3.25 garandeert possibilistische uitbreidbaarheid voor ] voor zover alle ruime velden j ` , b¥c
eindig zijn. Voor heel wat practische doeleinden zal dit evenwel een te stringente voorwaarde vormen. We
tonen daarom aan dat ] ook P-consistent is wanneer de verdelingen ¨ D ÄZ O G HIc»© aan een zwakkere
voorwaarde voldoen. Meer bepaald zullen we van de met deze verdelingen corresponderende possibiliteitsma-
ten eisen dat ze uitwendig regulier zijn. In het vijfde resultaat van propositie 3.20 – dat aan de basis ligt van
stelling 3.25 – hebben we met een compactheidsargument de P-consistentie van ] afgeleid. We zullen zo’n
argument opnieuw gebruiken, zij het dat de verzamelingen £k` , b"¥@c nu maar compact hoeven te zijn voor een
topologie ` (op £a` ) die niet noodzakelijk overeenkomt met de topologie j{` . De uitwendige regulariteit van
de possibiliteitsmaten ¨k)D§Ä¦ O G H¡c© legt vervolgens een link tussen beide klassen topologiee¨n waaruit de
P-consistentie en de possibilistische uitbreidbaarheid van ] opnieuw zullen volgen.
In het nu volgende lemma bekijken we de regulariteit van k  ^ en de beperking k  ^ Ä ±S hiervan tot je ,
wanneer ¨	k D Ä O G H¡c© uitwendig regulier zijn in de atomen van hun domein. Voor een uitbreidbare
¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud ] tonen we vervolgens aan dat zijn grootste possibilistische uitbreiding tevens uniek
is, voor zover we ons beperken tot possibilistische uitbreidingen die (uitwendig) regulier zijn in de atomen van
hun domein.
LEMMA 3.28. Laat ¨ﬀÀtý© een complete tralie zijn. Stel ¨ D Äñ O G H?c© is een consistente familie van
verdelingen. Laat #` een topologie op £a` zijn voor alle b!¥dc . Wanneer elke possibiliteitsmaat kýD ,  O G H¡c
uitwendig regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©4ÄRb§¥ G © in de atomen van jÐD , gelden de volgende
resultaten.
1. De ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat  D ,  O G Hqc op ¨:£ e Àj e © met  D · ªM«
eCÎ D
als verdeling is uitwendig
regulier met betrekking tot lï¨c¨:£a`À#`©Äb"¥@c»© in de atomen van je .
2. k  ^ Ä ±S is uitwendig regulier met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥@c»© in de atomen van je .
3. k  ^ is regulier met betrekking tot lï¨'¨£k`ﬂÀ#`-©ÄbÐ¥2c»© in de atomen van ﬃ ¨£he© .
4. Als ] uitbreidbaar is tot een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£heÀje© , dan is k  ^ Ä ± de unieke ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op je die uitwendig regulier is met betrekking tot lï¨c¨:£a`À#`-©Äb"¥@c»© in de atomen
van j e en samenvalt met ] op } e .
BEWIJS.
Deel 1:  D ,  O G H¡c is uitwendig regulier met betrekking tot lï¨c¨:£ ` À ` ©Äb"¥dc»© in de atomen van j e
Selecteer een verzameling G zo dat  O G H¸c . Omdat  D een j D ® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare afbeelding is
en ªM«
eCÎ D
een jeG®zjÐD -meetbare afbeelding, is hun samenstelling xD · ªE«
eCÎ D
een jeG® ﬃ ¨ﬀ"© -meetbare
afbeelding. Het is bijgevolg zinvol om  D te definie¨ren als de ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£ e Àj e © met de
£
e
®¬ﬀ -afbeelding  D · ªE«
eCÎ D
als verdeling.
We verifie¨ren nu dat ED uitwendig regulier is met betrekking tot lï¨'¨£a`À#`-©ÊÄb¥rcÈ© in de atomen van
je . Voor een element , uit jÐD hebben we:
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ß
°
eCÎ D
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Ó
Merk voorts op: als ò+¥ilï¨'¨£ ` À ` ©»Ä5b¥ G ©þÐj D , dan is ªM« ß °
eCÎ D
¨ò©»¥(lï¨c¨:£
`
À
`
© Ä§b¥jc»©þÐj
e . Neem
nu een element P uit £ e . Omdat k D bij onderstelling uitwendig regulier is met betrekking tot lï¨'¨:£ ` À ` ©úÄ
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b"¥
G
© in û ªM«
eCÎ D
¨P>©ü$±  , vinden we:
MD¨
û
PJü ± ©ØÌsYD¨ªE«
eCÎ D
¨P>©c©ØÌ*k)D¨
û
ªE«
eCÎ D
¨P>©ü ±R ©
Ìd±³²J´O¿Hk)D¨Uò©Ä/ªE«
eCÎ D
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Ìd±³²J´O¿HED¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨ò©c©Ä/ªE«
eWÎ D
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ÝMD¨
û
PJü ± ©
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Dit impliceert dat  D uitwendig regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äfb!¥@c»© in û PCü$±  .
Deel 2: k  ^ Ä ±  is uitwendig regulier met betrekking tot lï¨c¨:£ ` À ` ©Äb"¥dc»© in de atomen van j e
Wegens propositie 3.20.6 hebben we:
k
 ^
¨
û
PJü ± ©Ì*
^
¨P>©ØÌ ±³²´
u
D'e
xD¨ªE«
eCÎ D
¨PE©'©À ÑYP7¥}£he
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Propositie 2.18 en deel 1 impliceren dat k  ^ Ä ± uitwendig regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`ﬂÀ#`-©Äfb!¥@c»©
in de atomen van je .
Deel 3: k  ^ is regulier met betrekking tot lï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥@c»© in de atomen van ﬃ ¨£aeu©
Met deel 2 en resultaten 1 en 3 van propositie 2.19 krijgen we dat k  ^ regulier is met betrekking tot de
producttopologie lÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äb!¥@c»© in de atomen van ﬃ ¨:£ e © .
Deel 4: Uniciteit van k  ^ Ä ± als uitbreiding van ] tot ¨£heØÀje©
Onderstel dat ] kan uitgebreid worden tot een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£heØÀjeu© . Dan is k  ^ Ä ±S de
grootste ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat die ] uitbreidt tot ¨:£heØÀje© . Uit deel 2 volgt voorts dat k  ^ Ä ± uitwendig
regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥@c»© in de atomen van je .
Onderstel dat  een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨£aeØÀjeu© is die uitwendig regulier is met betrekking
tot lï¨'¨£ ` À ` ©~Ä	bÎ¥ycÈ© in de atomen van j e zo dat  en ] op } e samenvallen. Neem een element
P uit £he . Merk op: ¿HªM«ß °
eCÎ D
¨	¶©7Ä4¶p¥dlÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥
G
© en  O G Hqc Á is een basis voor de topologie
lï¨'¨£
`
À
`
©»Ä§b¥jc»© op £ e . Voor een element ò+¥(lï¨'¨£ ` À ` ©»Ä-b¥jc»© zo dat PÎ¥©ò bestaat er dus steeds
een element ¶¥dlï¨c¨:£a`ﬂÀ#`-©Äb"¥ G © met  O G H¡c zo dat P.¥ÐªE« ß °
eCÎ D
¨¶©

ò .
Stel, zoals in propositie 3.24, ]Q gelijk aan de restrictie van ]
?
tot alle cilinders } 
e
van ¨:£heØÀ ﬃ ¨:£he©c© .
Wegens propositie 3.24 is k 

een uitbreiding van de ¨ﬀÀtý© -maxitieve inhoud ]ﬂ op } 
e
. Voor een element
¶p¥@lï¨c¨:£a`À#`©Äb"¥
G
© met  O G Hqc kunnen we met formule (3.17) op pagina 96 verder schrijven dat:
k


¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨	¶©'©"ÌD]

¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨	¶©c©!Ìsk



¨	¶©
Ó
Wegens propositie 2.19.3 is k 

uitwendig regulier met betrekking tot lï¨'¨£ ` À ` ©Äb"¥2c»© in ¿HP
Á . Uit dezelfde
propositie en de gemaakte onderstellingen volgt tevens dat alle k 
µ
,  O
G
H?c uitwendig regulier zijn met
betrekking tot lï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥ G © in ¿.ªE«
eWÎ D
¨P>©Á . Met propositie 3.20.6 vinden we:
!¨
û
PJü
±
©Ìﬂk


¨-¿.PÁ\©
Ìa±ç²´O¿/k


¨òÊ©Ä/P=¥Ïò¥dlï¨'¨£k`À#`©Äb"¥2c»©Á
Ìa±ç²´O¿/k


¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨¶©'©Ä:ªM«
eCÎ D
¨P>©¥ﬁ¶ en ¶p¥dlï¨'¨:£ ` À ` ©Äb!¥ G © met  O G H?c Á
Ì ±³²J´
u
D'e
±³²´t¿Hk


¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨	¶©c©Ä/ªE«
eCÎ D
¨P>©Ð¥ﬁ¶ en ¶p¥dlÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äb!¥ G ©ﬂÁ
Ì ±³²J´
u
D'e
±³²´t¿Hk

*
¨	¶©ÄªM«
eCÎ D
¨P>©Ð¥Ï¶ en ¶p¥dlÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äfb!¥ G ©ﬂÁ
Ì ±³²J´
u
D'e
k



¨-¿.ªE«
eCÎ D
¨PE©Ái©Ì ±ç²´
u
D'e




¨ªM«
eCÎ D
¨PE©'©ØÌ ±³²´
u
D'e
YD¨ªE«
eWÎ D
¨PE©'©
Ì*
^
¨P>©ØÌ*k
 ^
¨
û
PJüi±

©
Ó
Hieruit volgt dat .Ì*k  ^ Ä ± .
LEMMA 3.29. Onderstel dat ¨	ﬀÀOý© een complete tralie is. Laat ¨ D Ä O G Hqc© een consistente familie van
verdelingen zijn. Laat  ` een topologie op £ ` zijn voor alle b¥(c . Onderstel dat k  ^ een uitbreiding van ]
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is die regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äfb!¥dc»© . Laat
½ÆÌ ¿/ÉÄ is een compacte verzameling in ¨:£heÀVlÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥@c»©'©Á Ó
Dan gelden de volgende resultaten.
1. k  ^ ¨	©ØÌŁ]
?
¨	© voor elke ¥½ .
2. Stel dat #`

j{` voor alle b7¥c . Dan is k  ^ de unieke ¨ﬀÀOý© -vertrouwensmaat op ﬃ ¨:£he© die
regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥@c»© en samenvalt met ] op }e .
BEWIJS. Laat zoals in propositie 3.24 ]ﬂ de restrictie van ]
?
tot alle cilinders } 
e
van ¨:£heÀ ﬃ ¨£he©'© zijn.
Gebruikmakend van deze propositie hebben we dat k  ^ eveneens ]ﬂ uitbreidt.
Stel ¿e§ÌF¿HªM« ß °
eCÎ D
¨	¶©Äa¶¥dlï¨'¨£k`À#`©Äb"¥
G
© en  O G H?c Á . Dan is ¿e een basis voor de product-
topologie lï¨'¨£a`fÀ#`-©»Ä§b¥jcÈ© op £he en bovendien geldt dat ¿e

}

e
. Tevens is ¿e gesloten voor eindige
unies. Neem immers twee niet-lege, eindige deelverzamelingen G ° en G · van c . Laat ¶ ° ¥@lï¨c¨:£  À  ©Äx¥
G
°O© en ¶ · ¥lï¨'¨£hnÀ©.ÄSx~¥ G · © . Dan behoort ªE«ß °
D
4 ¿
D v Î D
4
¨¶È°t©;©ªE« ß
°
D
4 ¿
D v Î D v
¨	¶ · © tot lï¨'¨£hiÀ©§Ä
xÆ¥
G
° ;
G
·t© omdat ªM«
D
4¿
Dfv¡Î D
4
een continue afbeelding is van ¨£ÝD
4 ¿
D v ÀXlï¨'¨£
 À  ©dÄºxÆ¥
G
° ;
G
·t©c©
naar ¨:£ÝD
4
ÀVlÉ¨c¨:£  À  ©×Äx}¥
G
° ©c© en ªM«
D
4 ¿
D v Î D v
een continue afbeelding van ¨:£ÝD
4 ¿
D v ÀVlÉ¨c¨:£
 À  ©­Äx}¥
G
°4;
G
· ©'© naar ¨:£ Dfv ÀVlÉ¨c¨:£{nÀ©Äx¥ G · ©'© . Als gevolg hiervan is
ªE« ß
°
eCÎ D
4
¨¶È°t©Á;ÐªM« ß
°
eCÎ D v
¨¶ · ©Ì*ªM«
ß
°
eCÎ D
4 ¿
D v
¨ªE« ß
°
D
4 ¿
D v Î D
4
¨	¶ °O©c©;ÝªE« ß
°
eCÎ D
4 ¿
D v
¨ªE« ß
°
D
4 ¿
D v Î D v
¨¶ · ©'©
Ì*ªM«
ß
°
eCÎ D
4 ¿
D v
¨ªE«
ß
°
D
4 ¿
D v Î D
4
¨	¶ ° ©Á;ÐªE«
ß
°
D
4 ¿
D v Î D v
¨¶·n©'©
¥N¿e
Ó
Voor een element  uit ½ hebben we: als ò¥dlï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥@c»© zo dat 

ò , dan is er een üÉ¥Ï¿e
zo dat 

ü

ò . Omdat k  ^ bij onderstelling uitwendig regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`ﬂÀ#`-©Äfb!¥@c»©
in  , hebben we:
]
?
¨	©ÐýK±³²´t¿u]
?
¨Uò©Äa

ò¥N¿
e
Á
Ìd±³²´t¿Hk
 ^
¨Uò©Ä

ò¥Ï¿eØÁ
Ìd±³²´t¿Hk
 ^
¨Uò©Ä

ò¥dlï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥@c»©Á
Ì*k
 ^
¨	©Ðý?]
?
¨	©
Ó
Hiermee is het eerste resultaat aangetoond.
Stel P is een ¨ﬀÀtý© -vertrouwensmaat op ﬃ ¨:£heu© , die regulier is met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`ﬂÀ#`-© Ä5b¥ic»©
en met ] samenvalt op }e . Uit de onderstelling `

j{` , b ¥c volgt dat ¿ºe

}e . Een element van ¿e
is immers van de vorm ªE«ß °
eWÎ D
¨¶© waarbij  O G H¡c en ¶ï¥rlï¨'¨:£ ` À ` ©ÈÄ§b¥ G © . Met propositie 3.8 en de
onderstelling dat #`

j{` , bÐ¥
G
, vinden we: lï¨'¨£a`fÀ#`-©Ä-bÐ¥ G ©

lï¨'¨£k`ﬂÀj{`'©ÄbÐ¥
G
©

jÐD . En dus is
¶p¥~jÐD , waardoor ªE« ß °
eWÎ D
¨	¶©¥}e . Bijgevolg is ¿e

}e .
Voor een element  uit ½ vinden we:
PÈ¨	©ØÌd±³²J´O¿PÈ¨òÊ©Ä

ò¥@lï¨c¨:£
`
À
`
©Äb"¥@c»©ﬂÁ
Ìd±³²J´O¿PÈ¨òÊ©Ä

ò¥ﬁ¿
e
Á
Ìd±³²J´O¿u]É¨ò©Ä¦

ò¥Ï¿
e
Á
Ìd±³²J´O¿Hk
 ^
¨ò©Ä

ò¥Ï¿eØÁ
Ìd±³²J´O¿Hk
 ^
¨ò©Ä

ò¥dlï¨'¨£
`
À
`
©Äb"¥2c»©Á
Ì*k
 ^
¨	©À
hierbij steunend op de uitwendige regulariteit van k  ^ in  met betrekking tot lï¨c¨:£ ` À ` ©ÄbÈ¥rc»© . Omdat
zowel P als k  ^ inwendig regulier zijn met betrekking tot lï¨c¨:£ ` À ` ©Äb"¥@c»© , hebben we
P~Ì¨AP Ä 5©
?
Ì¨'¨	k
 ^
©OÄ 5Ø©
?
Ì*k
 ^
Ó
Hiermee is het tweede resultaat aangetoond.
We kunnen nu de possibilistische consistentiestelling aantonen voor een possibilistisch systeem waarvan
de beschikbare informatie gegeven is door uitwendig reguliere possibiliteitsmaten ¨	k D Äa O G H¡c© .
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STELLING 3.30. Laat ¨ﬀÀtý© een direct product van complete ketens zijn. Stel ¨ D Ä O G H¤c»© is een
consistente familie van verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt.
¨	 ¹ © Elke verzameling £ ` , b¥c is voorzien van een topologie  ` waarvoor £ ` compact is. Elke possibili-
teitsmaat k D ,  O G Hqc is uitwendig regulier met betrekking tot lÉ¨c¨:£ ` À ` ©Äb"¥ G © .
Dan is ] uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£ e Àj e © – en bijgevolg ook op ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©'© . De
verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©'© is gegeven door

^
¨PE©ØÌ ±ç²´
Á
D'e
xD¨ªM«
eCÎ D
¨PE©'©À ÑYP7¥}£ae
Ó
De possibiliteitsmaat k  ^ is regulier met betrekking tot lï¨'¨:£a`ﬂÀ`©0Ä*b×¥?c»© . Als `

j{` , b­¥qc , dan is
k
 ^ de unieke, met betrekking tot lï¨'¨£k`À#`©×ÄYbÊ¥CcÈ© reguliere ¨ﬀÀOý© -vertrouwensmaat op ﬃ ¨:£he© die ]
uitbreidt.
De restrictie k  ^ Ä ±  is de unieke, met betrekking tot lï¨'¨£ ` À ` © Äb­¥Dc»© uitwendig reguliere ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op ¨:£ e Àj e © die ] uitbreidt.
Ten slotte is er een familie ¨	R ` Äb!¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨c¨:£ ` Àj ` ©Äb"¥@c»© met
een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van R D ,
 O
G
H?c gegeven is door    Ìs D . Hierbij kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£ e Àj e © voor ¨5¦ÈÀj  © ;
®k
 ^
Ä ±  voor k  ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
BEWIJS.
Deel 1: ] is P-consistent op } e
Om dit te bewijzen gaan we er eerst van uit dat alle possibiliteitsmaten k D ,  O G Hqc regulier zijn met
betrekking tot lï¨'¨£ ` À ` ©ÏÄ*b­¥ G © in de atomen van j D . In het tweede deel van het bewijs zullen we dit
resultaat gebruiken om ] uit te breiden tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat. De bijkomende voorwaarde op de
possibiliteitsmaten k D ,  O G H?c zullen we dan verzwakken tot uitwendige regulariteit.
Geval 1: ¨;ÊÀOý© is een complete keten
We behandelen eerst het geval waarin ¨ﬀÀOý© een complete keten is. Wegens propositie 3.20.4 is het
voldoende om aan te tonen dat ] P-consistent op Òe is. Neem een element Ö uit Òe , dat overdekt wordt
door een familie ¨#Ö
å
ÄiêØ¥d<© van elementen van Ò e . Dit wil zeggen: Ö

¸
å
-Ä
Ö
å
. Stel dat ]É¨Ö×©µK«a . We
kunnen Ö representeren door ÖÉÌ*ªE« ß °
eCÎ D
¨#Å»© , waarbij G een niet-lege, eindige deelverzameling van c is en Å
een atoom van jÐD . Hieruit volgt dat kýD¨Å»©Ì=]p¨Ö­©»µV«  . Omdat k)D inwendig regulier is met betrekking
tot lÉ¨c¨:£a`ﬂÀ#`-©¸ÄYbú¥ G © in Å , volgt uit propositie 2.4 dat Å compact is in ¨:£ÝDÀXlï¨'¨£a`fÀ#`-©×Äbú¥ G ©c© . Uit
propositie 3.2 halen we dat Å¶ÌÜ¤`U¦DCÅ` , waarbij Å` een atoom is van j{` , b¥ G . Vermits de projectie-
operator ªE«
D3Î `
continu is voor de topologiee¨n lï¨'¨:£a`À#`H©Äb!¥ G © op £8D en #` op £a` , hebben we dat Å` een
compacte verzameling is in ¨£ ` À ` © , bÊ¥Ec . Uit Ö ÌrªM« ß °
eCÎ D
¨Å»© volgt dat Ö in feite het cartesiaans product
is van de verzamelingen Å ` , b}¥ G en £ ` , b7¥scVÍ G . Daar ¨:£ ` À ` © , b7¥scVÍ G compacte topologische
ruimten zijn, hebben we wegens de stelling van Tychonov [Kel59] dat Ö een compacte verzameling is in
¨:£
e
ÀXlï¨'¨£
`
À
`
©Äb"¥2c»©c© .
Onderstel uit het ongerijmde dat à'áJâ
å
-Ä
]p¨Ö
å
©=ªË]É¨Ö×© . Laat ê}¥O< . Dan bestaat er een niet-lege,
eindige deelverzameling G
å
van c en een atoom Å
å
van j D î zo dat Ö
å
ÌsªM«
ß
°
eCÎ D
î
¨#Å
å
© . Merk op dat k D î ¨Å
å
©ØÌ
]p¨#Ö
å
©×ª]É¨Ö×© . Omdat k)D î uitwendig regulier is met betrekking tot lï¨'¨£a`fÀ#`-©¸Äbú¥ G
å
© in Å
å
, bestaat
er een ¶
å
¥¢lï¨'¨£a`À#`©KÄ	b;¥
G
å
©Ðþ{jÐD
î zo dat Å
å

¶
å
en kýD î ¨Å
å
©;ýúk)D
î
¨	¶
å
©;ªÌ]É¨Ö×© . Merk
op dat Í¶
å
Ì ªM«ß
°
eCÎ D
î
¨¶
å
©4¥ÃlÉ¨c¨:£a`À`©GÄb4¥¢c»© en Ö
å

Í¶
å
, waardoor Ö

¸
å
-Ä
Í¶
å
. Wegens de
compactheid van Ö bestaat er een niet-lege, eindige deelverzameling <SË van < zo dat Ö

¸
å
-Ä
å
Í
¶
å
. Omdat
] wegens propositie 3.20.1 een ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud op het veld }e is, volgt uit de eindigheid van de
verzameling <SË dat ]p¨#Ö×©úý à'áJâ
å
-Ä
å
]É¨
Í
¶
å
©ÈÌ
à'áJâ
å
-Ä
å
kýD
î
¨	¶
å
©Êªs]p¨#Ö×© , wat onmogelijk is. Hieruit volgt
dat ]p¨#Ö×©Êý àcáJâ
å
-Ä
]É¨Ö
å
© . Anders gezegd: ] is P-consistent op Òe . Bijgevolg is ] ook P-consistent op
}e .
Geval 2: ¨;ÊÀOý© is een direct product van complete ketens
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Uit de gemaakte onderstelling volgt dat ¨	ﬀÀOý©Ì ¨¾¤  ¦¥ ﬀ  À¦¤  ¦¥ ý  © , waarbij ¨	ﬀ  ÀOý  © een complete
keten is voor elk element van de niet-lege verzameling ¢ . Neem daarvoor een element K uit ¢ . Voor elke
verzameling G zo dat  O G Hyc is ªE«  · k D een ¨ﬀ  Àtý  © -possibiliteitsmaat op ¨£ D Àj D © met verdeling
ªE«
 ·
YD , die omwille van propositie 2.2 regulier is met betrekking tot lï¨'¨£a`fÀ#`-©»Ä§b¥ G © in elk atoom van
j D . Merk op dat ¨ªE« }·  D ÄE O G Hyc»© eveneens een consistente familie van verdelingen is. Hierdoor
kunnen we een afbeelding ]  van }e in ﬀ  als volgt definie¨ren: als ÖÕ¥C}e , laat ]  ¨#Ö×©ÊÌ¼ªM« · kýD¨	,ú©
waarbij  O G H?c en ,ï¥~j D zo dat ÖpÌsªE« ß °
eCÎ D
¨	,ú© . Dan is uiteraard ]  Ì*ªM« ñ· ] . Uit geval 1 volgt dat
ªE«
·
] P-consistent is op } e . Omdat dit geldt voor elk element K van de verzameling ¢ , hebben we wegens
propositie 1.64 dat ] P-consistent is op } e .
Deel 2: ] is uitbreidbaar tot een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat
Selecteer een verzameling G zo dat  O G H¡c . Wegens gevolg 2.5 en propositie 2.19 is k 
 
regulier met
betrekking tot lï¨c¨:£a`À#`©Äb"¥ G © in de atomen van ﬃ ¨:£ÝD>© . Omdat xD ook de verdeling van k 
 
is – dit wil
zeggen dat  
µ
Ìﬂ D – hebben we dat ¨ 
µ
Ä3 O
G
HDc»© consistent is. Laat nu zoals in propositie 3.24 ]Q
de ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud op alle cilinders } 
e
van ¨:£he!À ﬃ ¨:£he©c© zijn die in een element Ö uit } 
e
gegeven is
door
]

¨Ö×©!ÌD]
?
¨#Ö×©ØÌ*k

 
¨ÅÈ©À
waarbij ÅÆ¥ ﬃ ¨£8D>© en  O G H¡c zo dat ÖÌzªE« ß °
eWÎ D
¨ÅÈ© .
Uit deel 1 van het bewijs volgt dat ]  P-consistent op } 
e
is. Omdat } e

}

e
en ]  Ìo] op } e , is ]
eveneens P-consistent op }e . Omdat ] voldoet aan voorwaarde ¨,Û\© uit paragraaf 1.4.4, impliceert dit laatste
dat ] uitbreidbaar is tot een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£heÀje© . De uitdrukking voor de verdeling  ^
van k  ^ volgt uit propositie 3.20.6.
Deel 3: regulariteit van k  ^ – uniciteit van k  ^ als uitbreiding van ]
Uit lemma 3.28.3, de onderstelling dat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is, gevolg 2.5 en
propositie 2.13 volgt dat k  ^ regulier is met betrekking tot lï¨c¨:£ ` À ` ©Äb"¥@c»© . Het resultaat over de uniciteit
van k  ^ als uitbreiding van ] volgt uit lemma 3.29.2.
Deel 4: regulariteit van k  ^ Ä ± – uniciteit van k  ^ Ä ±S als uitbreiding van ]
Uit lemma 3.28.2, de onderstelling dat ¨ﬀÀtý© een direct product van complete ketens is, en propositie 2.13
volgt dat k  ^ Ä ±S uitwendig regulier is met betrekking tot lï¨'¨£a`fÀ#`-©Äfb"¥2cÈ© . Het resultaat over de uniciteit
van k  ^ Ä ±S als uitbreiding van ] volgt uit lemma 3.28.4.
Deel 5: representeren van ¨ D ÄY O G Hqc© als eindige gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties
van een familie veranderlijken
Dit volgt onmiddellijk uit propositie 3.20.7.
OPMERKING 3.31. Kiezen we  ` Ì®j ` voor alle bú¥qc , dan herleidt ¨ ¹ © zich tot voorwaarde ¨	°t© . Voor
elke niet-lege eindige deelverzameling G van c hebben we wegens propositie 3.9 immers dat lï¨'¨£ ` Àj ` ©0Ä
b"¥
G
©Ìsj
D . Uit deze gelijkheid en propositie 2.3 volgt dat de possibiliteitsmaat k D op ¨£ D Àj D © regulier is
met betrekking tot j D , en bijgevolg uitwendig regulier met betrekking tot j D . Ù
In de volgende resultaten verifie¨ren we de possibilistische uitbreidbaarheid van ] door rechtstreeks aan te
tonen dat k  ^ een uitbreiding is van de ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud ] . Een eerste, bijkomende voorwaarde die
voldoende is om op deze manier de possibilistische consistentiestelling aan te tonen, is de aftelbaarheid van de
indexverzameling c .
STELLING 3.32. Laat ¨ﬀÀtý© een direct product van complete ketens zijn. Stel ¨YDpÄ O G H¤c»© is een
consistente familie van verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt.
¨	Ûi©2c is aftelbaar.
Dan is ] uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£heÀjeu© – en bijgevolg ook op ¨:£heÀ ﬃ ¨£ae©'© . De
verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©'© is gegeven door

^
¨PE©ØÌ ±ç²´
Á
D'e

D
¨ªM«
eCÎ D
¨PE©'©À ÑYP7¥}£
e
Ó
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Ten slotte is er een familie ¨R ` Äb"¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨f¨:£ ` Àj ` ©Äfb!¥@c»© met een ¨	ﬀÀOý
© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van R D ,  O G H¡c
gegeven is door    Ìs D . Hierbij kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£heÀjeu© voor ¨5¦ÈÀj© ;
®k

^
Ä ±  voor k  ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
BEWIJS. Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we onderstellen dat cïÌ¼I . Wegens propositie 3.20.8 is
k
 ^ een uitbreiding van ] wanneer beide afbeeldingen aan elkaar gelijk zijn op de meetbare atomaire cilinders
Ò e . Het is voldoende om dit aan te tonen voor het geval waarin ¨ﬀÀOý© een complete keten is.
Een meetbare atomaire cilinder is van de vorm ªE« ß °
eCÎ D
¨
û
PCü ±R © waarbij PG¥4£ÝD en  O G Hqc . Hiervoor
hebben we onmiddellijk dat
k
 ^
¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü ±S ©'©Ðý?]p¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü ±S ©c©Ì*k)D¨
û
PCü ±R ©Ì*YD¨PE©
Ó (3.18)
We verifie¨ren nu de andere ongelijkheid k  ^ ¨ªM« ß °
eCÎ D
¨
û
PJü ±S ©c©­ÝLYD¨P>© . Stel G ßÎÌ ¿\«JÀ ÓOÓOÓ ÀcÜuÁ voor alle
Ü~¥¬I . Stel  ÌÀ6879 G ¥©I . Dan is G

G*Î
. Kies een element Þ<¥¬ﬀ zo dat Þ<ªYD¨P>© . Er zijn nu twee
mogelijkheden. Ofwel is à'áJâ ¿¾eÄW=¥ﬁﬀ en .ª=YD¨PE©Á0ÌrYD¨P>© . Kies dan een element é uit ﬀ zo dat Þ~ª
é×ª=xD¨P>© . Ofwel is à'áJâ ¿¾ÎÄH=¥ﬁﬀ en §ª=xD¨P>©ÁÊªYD¨P>© . Stel dan é Ì àcáJâ ¿¾§Ä/.¥+ﬀ en =ª=xD¨P>©Á . In
dit geval is Þýeé×ª=xD¨P>© .
Laten we nu het bestaan aantonen van een element Í ¥£he zo dat ªM«
eCÎ D
¨
Í
©ÌzP en
é×ªxDfÏ¨ªE«
eCÎ D
Ï
¨
Í
©'©ÀÒÑ>Ü§Ý?
Ó (3.19)
Wegens de consistentie van ¨ 6 Ä O òH?c© is
éúªYD¨PE©ØÌ
à'áJâ
»§¼
´Ð
½

Þ
Ë
á
æ
¹
YD
Ð
¨
Í
©
Ó
Als gevolg hiervan bestaat er een element Í Î ¥£ D Ð zo dat ªE«
D
Ð
Î D
¨
Í
Î
©ØÌzP en éúª= D Ð ¨
Í
Î
© .
We tonen nu aan dat voor elk natuurlijk getal ÜÎÝ? er een element Í ß ¥£ D Ï bestaat zo dat
ªM«
D
Ï
Î D
¨
Í
ßJ©Ì*P en é×ªYDfÏ¨ Í ßJ© Ó ¨A<OßC©
Meer bepaald kan er steeds een rij elementen Í ß ¥F£ D Ï , ÜÉÝÃ bepaald worden zo dat elke Í ß , ÜpÝ¤
eigenschap ¨A< ß © heeft en zo dat ªM«
DfÏSÎ DfÏ
354
¨
Í
ß
©!Ì
Í
ß
ß
° wanneer ÜÎµq .
We hebben reeds een element Í Î ¥}£ÝD Ð bepaald dat aan ¨;< Î © voldoet. Er rest ons nog te bewijzen dat uit
het bestaan van een element Í ß met eigenschap ¨A<OßC© het bestaan van een element Í ßß ° met eigenschap ¨;<ßß ° ©
volgt dat Í ß uitbreidt in de zin dat ªE«
DÏu¶
4
Î DfÏ
¨
Í
ßß
°©ØÌ
Í
ß . Stel dus dat Í ß een element uit £ D Ï is dat aan ¨A< ß ©
voldoet. Dit wil zeggen: ªE«
D
Ï
Î D
¨
Í
ßJ©­Ì¯P en éÎª¼YDfÏ¨ Í ßJ© . Omdat ¨ 6 ÄZ O òsH?c© consistent is, volgt
hieruit dat
é×ª=
D
Ï¨
Í
ß
©Ì
àcáJâ
»-¼

Ïu¶
4
½

Ï
Þ
Ë
á
æ
Ë
Ï

D
Ïu¶
4
¨
Í
©
Ó
Als gevolg hiervan bestaat er een element Í ßaß ° ¥7£ÝDfÏu¶
4
zo dat ªE«
D
Ïu¶
4
Î D
Ï
¨
Í
ßß
°
©!Ì
Í
ß en é­ªzYDfÏ¶
4
¨
Í
ßß
°
© .
Omdat ªE«
D
Ï
Î D
¨
Í
ßJ©ØÌzP zal ook ªM«
D
Ï¶
4
Î D
¨
Í
ßaß
°
©ØÌsP . Dus Í ßaß ° voldoet aan ¨A<Oßß ° © .
Omdat c Ì I aftelbaar is, kan er op die manier een element Í ¥p£he geconstrueerd worden zo dat
ªE«
eCÎ D
¨
Í
©ÌzP en waarvoor (3.19) geldt.
Laten we eerst het geval waarin àcáJâ ¿.TÄ1§¥+ﬀ en =ª= D ¨P>©ÁÏÌ® D ¨P>© verder afhandelen. Met (3.19)
vinden we dat
Þªeéúý±ç²´
ßß
Î
YDÏ¨ªE«
eWÎ DÏ
¨
Í
©'©
Ì ±ç²´
u
6
e

6
¨ªE«
eWÎ
6
¨
Í
©'©
Ì*
^
¨
Í
©
ýzk

^
¨ªE«ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü$±

©'©À
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waarbij de laatste ongelijkheid volgt uit ªM«
eCÎ D
¨
Í
©"ÌQP . Omdat de ongelijkheid ÞÎª*k  ^ ¨ªE« ß °
eWÎ D
¨
û
PJüi±  ©'© voor
alle Þ uit ﬀ geldt waarvoor Þ7ª=YD¨PE© , vinden we dat
xD¨P>©ý=k
 ^
¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü ±S ©c©
Ó
In het geval dat éÌ àcáJâ ¿.ÎÄH=¥ﬁﬀ en .ª D ¨PE©ÁÊª= D ¨PE© kunnen we (3.19) schrijven als
xD¨P>©ý=YDfÏ¨ªM«
eCÎ D Ï
¨
Í
©c©ÀÒÑEÜ.Ýq=À
waardoor
 D ¨P>©ý±ç²´
ßß
Î
 D Ï¨ªE«
eCÎ DfÏ
¨
Í
©'©
Ì ±³²J´
u
6
e

6
¨ªE«
eCÎ
6
¨
Í
©'©
Ìs
^
¨
Í
©
ýk
 ^
¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨
û
PJü ±S ©c©
Ó
Met (3.18) vinden we in beide gevallen voor ªE« ß °
eWÎ D
¨
û
PJü ±S ©"¥ﬁÒe de gelijkheid
k
 ^
¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨
û
PCü$±  ©'©Ì* D ¨PE©ØÌŁ]p¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü$±  ©c©
Ó
Bijgevolg is k  ^ een uitbreiding van ] . ] is dus uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat.
Het resterende deel van de stelling volgt uit resultaten 6 en 7 van propositie 3.20.
We bekijken nu de situatie waarin de consistente familie van verdelingen ¨xDTÄ O G Hqc»© uit eindige
_ -producten bestaat. Laten we eerst het geval behandelen waarin _ de infimumoperator op ¨	ﬀÀtý© is. Hiervoor
gaan we in het volgende lemma het verband na tussen de grootste ‘possibilistische extensie’ k  ^ en de grootste
monotone extensie ]
?
van de ¨	ﬀÀtý© -maxitieve inhoud ] . Van de possibiliteitsmaat k  ^ zullen we a priori
niet eisen dat ze een uitbreiding van ] is.
LEMMA 3.33. Laat ¨ﬀÀtý© een complete tralie zijn. Stel ¨YD+Äñ O G H?c© is een consistente familie van
verdelingen. Tussen k  ^ en ]
?
hebben we de volgende verbanden.
1. k  ^ ¨Ö­©Ðý¡]É¨Ö×©!Ì]
?
¨#Ö×© voor alle Öï¥@} e .
2. k  ^ ¨,ú©ý¡]
?
¨	,ú© voor alle ,É¥ ﬃ ¨£ae© .
3. k  ^ ¨¿HP
Á\©ÌŁ]
?
¨¿HP
Ái© voor alle P=¥}£ e · .
4. Onderstel dat ¨ﬀÀOý© een compleet distributieve tralie ¹ is. Stel dat ¨ D ÄC O G H?c© uit eindige _Ñ -
producten bestaat. Dan zijn k  ^ en ]
?
aan elkaar gelijk in de elementen van ﬃ ¨:£ e © die cartesiaanse
producten zijn. In het bijzonder zijn k  ^ , ]
?
en ] aan elkaar gelijk op } e Û .
BEWIJS. Het eerste resultaat volgt uit de definitie van k  ^ en ]
?
.
k
 ^ is een monotone uitbreiding van k  ^ Ä Àu . Dit impliceert dat k  ^ ýV¨	k  ^ Ä À ©
?
op ﬃ ¨:£he© . Omdat k  ^
door ] op }e gedomineerd wordt, hebben we dat ¨k  ^ Ä Àu ©
?
ý?]
?
op ﬃ ¨£he© . Dit toont het tweede resultaat
aan.
We verifie¨ren nu het derde resultaat. Neem daartoe een element P uit £he , dan is
]
?
¨-¿.P
Ái©Ìd±ç²´t¿u]p¨#Ö×©Ä¿HP
Á

Öï¥}eÁ
Ìd±ç²´t¿u]p¨#Ö×©Ä
û
PJü
±

Öï¥}eÁ
Ìd±ç²´t¿u]p¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨
û
ªM«
eCÎ D
¨PE©Hü
±S
©c©Ä
O
G
H?c Á
Ì ±ç²´
u
De
k
D
¨
û
ªE«
eCÎ D
¨P>©Hüi±

©
Ì ±ç²´
u
De

D
¨ªM«
eCÎ D
¨P>©c©
Ìs
^
¨P>©À
hierbij ook gebruikmakend van propositie 3.20.6.
ç
Een algemener resultaat werd aangetoond door De Cooman en Aeyels [Coo98a].

Een resultaat van G.N. Raney stelt dat elke compleet distributieve tralie een gesloten deeltralie van een direct product van complete
ketens is [Bir73].

Ook [Wal96] bevat een gelijkaardig resultaat.
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We tonen ten slotte het laatste resultaat aan. Neem een element , uit ﬃ ¨:£ e © , dan is
k
 ^
¨	,ú©ØÌ
à'áJâ
¹
aÌ

^
¨P>©!Ì
àcáJâ
¹
aÌ
±³²´
u
D'e
xD¨ªE«
eCÎ D
¨PE©'©ØÌ
à'áCâ
¹
aÌ
±ç²´
Á
D'e
±³²´
`U¦D
'`¨P¨gb'©c©ØÌ
à'áJâ
¹
aÌ
±ç²´
`U-e
'`¨P¨gb'©c©
Ó
Als ,Ì\¤n`U-eE,R` waarbij ,R`!¥ ﬃ ¨:£a`-© , b!¥@c , dan is omwille van de complete distributiviteit van ¨ﬀÀOý©
k
 ^
¨,ú©ØÌ
àcáJâ
¹

t
gÒÁ
Ì

±³²J´
 -e
  ¨P¨ﬁx\©'©
Ì ±ç²´
 -e
à'áJâ
¹
Þ
 álaÌ
  ¨P¨;x\©'©
Ì ±³²J´
u
D'e
±ç²´
 ¦D
àcáJâ
¹
Þ
 álaÌ 
  ¨P¨;x\©'©
Ì ±³²J´
u
D'e
à'áJâ
¹

t
AÒu
Ì 
±ç²´
 ¦D
\¨P¨ﬁx\©'©
Ì ±³²J´
u
D'e
à'áJâ
¹

t
AÒu
Ì 
xD¨P>©
Ì ±³²J´
u
D'e
à'áJâ
¹

t
AÒu
Ì

k)D¨
û
PCü ±R ©
Ì ±³²J´
u
D'e
k D ¨ Ô
¹

t
AÒÁ
Ì 
û
PCü$±  ©
Ì ±³²J´
u
D'e
]p¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
Ô
¹

t
gÒu
Ì 
û
PCü$±  ©'©
Ýq]
?
¨¡¤`U-eM,R`'©À
en de gelijkheid volgt nu uit het tweede resultaat.
Dit betekent onder meer dat k  ^ , ] en ]
?
dezelfde waarden aannemen in de meetbare atomaire cilinders
Ò
e . Hiermee bedoelen we de elementen uit } e van de vorm ªM« ß °
eCÎ D
¨
û
PJüi±

© met P;¥Î£ D en  O G H?c . Met
propositie 3.20.8 en het eerste resultaat volgt hieruit dat k  ^ , ] en ]
?
overeenkomen op }e .
Zoals uit het volgende voorbeeld blijk hoeven k  ^ en ]
?
in alle andere deelverzamelingen van £he niet
gelijk te zijn.
VOORBEELD 3.34. Stel dat de indexverzameling c niet-eindig is. Onderstel dat er een element PYÂ van £he
bestaat zo dat à'áJâ
`U-e

`
¨P
Â
¨gb'©'©­ªI]p¨£
e
© . Laat , Ì
¸
`U-e
ªE«Sß
°
eCÎ `
¨
û
P
Â
¨gb'©ü$±

© . Dan is ]
?
¨	,ú©úÌy]p¨:£
e
© .
Stel immers dat ,

ªE«ß
°
eWÎ D
¨#Å»© waarbij  O G H?c en ÅÆ¥ÐjÐD . Omdat c niet-eindig is, vinden we steeds een
element b van c;Í G . We hebben dan dat
£ÝDÏÌ*ªM«
eCÎ D
¨ªE«Sß
°
eCÎ `
¨
û
PxÂ%¨Ab'©Hü
±
©c©

ªE«
eCÎ D
¨	,ú©

Å

£ÝD
Ó
Omdat £he de enige meetbare cilinder is die , overdekt, moet bijgevolg ]
?
¨	,ú©ÎÌÓ]É¨:£he© . Daar k  ^
gedomineerd wordt door ] op }e , hebben we dat
k

^
¨,ú©Ì
àcáJâ
`U-e
k

^
¨ªE«
ß
°
eCÎ `
¨
û
P
Â
¨Ab'©Hüi±

©'©"ý
à'áCâ
`U-e
]p¨ªE«
ß
°
eCÎ `
¨
û
P
Â
¨gb'©Hüi±

©'©
ý
àcáJâ
`U-e
'`¨PxÂ%¨Ab'©'©Ðªq]p¨£aeu©ÌŁ]
?
¨,ú©À
en dit geldt ongeacht of ¨ﬀÀOý© al dan niet compleet distributief is.
Voor het speciaal geval waarin de verdelingen eindige _ Ñ -producten zijn, zegt het voorgaande resultaat dat
k
 ^ en ]
?
in het algemeen niet gelijk zijn in alle elementen van hun domein Ô . Ter verduidelijking hiervan:
stel £ìÌ¿HPÀ
B
Á waarbij PL(Ì
B
en laat  de £ ® û «CÀO¯ü -afbeelding zijn zo dat ¨PE©­Ì « en ¨
B
©­Ì¶¯ . De
familie ¨ D Ä O G HÚI © , bepaald door  D ¨PE©úÌ min `U¦D ¨P¨gb'©'© voor alle Pd¥G£ D waarbij  O G HÚI ,
bestaat uit eindige _Ñ -producten. In het bijzonder is ¨ D Ä O G HzI © consistent. Kiezen we vervolgens voor
P
Â de constante IG®§£ -afbeelding op P , dan vinden we dat àcáJâ
ßfÕ
¨P
Â
¨:Ü©'©"Ìa« . Bijgevolg hebben we voor
,Ì
¸
ßfÕ
ªE«
ß
°
ÕCÎ ß
¨-¿.P
Â
¨:Ü©Án©Ì
¸
ßSfÕ
ªM«
ß
°
ÕYÎ ß
¨-¿.PÁ\© dat k  ^ ¨	,ú©ØÌd«¸ªV¯»Ì]É¨:£ Õ ©Ì]
?
¨	,ú© .
>
Voor possibilistische systemen waarvan de beschikbare informatie gegeven is door _ Ñ -producten hebben
we de volgende consistentiestelling.
Ö
Het tegenvoorbeeld geldt a fortiori ook voor andere × -producten omdat die alle gedomineerd worden door de met ×fØ bepaalde
producten.
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STELLING 3.35. Laat ¨ﬀÀtý© een direct product van complete ketens zijn. Stel ¨ D Ä O G H¤c»© is een
consistente familie van verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt.
¨	
Ô
©Î¨ D Äa
O
G
Hqc© bestaat uit eindige _Ñ -producten.
Dan is ] uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£ e Àj e © – en bijgevolg ook op ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©'© . De
verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£ e À ﬃ ¨£ e ©'© is gegeven door

^
¨P>©!ÌÉ±³²J´
`U-e
Y`¨P¨gb'©'©À ÑYP7¥}£he
Ó
Ten slotte is er een familie ¨R ` Äb"¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨f¨:£ ` Àj ` ©Äfb!¥@c»© met een ¨	ﬀÀOý
© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van R D ,  O G H¡c
gegeven is door    Ìs D . Hierbij kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£ e Àj e © voor ¨5¦ÈÀj  © ;
®k
 ^
Ä ±  voor k  ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £ e op £ ` voor de veranderlijke R ` .
BEWIJS. Wegens lemma 3.33 is k  ^ een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat die ] uitbreidt tot ﬃ ¨£ e © .
Het resterende deel van de stelling volgt onmiddellijk uit resultaten 6 en 7 van propositie 3.20.
We kunnen ten slotte het voorgaande resultaat veralgemenen naar possibilistische systemen waarvan de
beschikbare informatie bestaat uit een consistente familie van eindige _ -producten.
STELLING 3.36. Laat ¨ﬀÀOý© een complete tralie zijn. Stel ¨ D ÄÁ O G Hqc© is een consistente familie van
verdelingen. Onderstel dat de volgende voorwaarde geldt.
¨	Ù\©Î¨YDeÄx
O
G
H?c© bestaat uit eindige _ -producten waarbij _ een t-norm op ¨ﬀÀtý© is; Elke possibili-
teitsmaat k` , b"¥2c is modaal, dit wil zeggen: er bestaat een PY`!¥}£a` zo dat '`¨P'`'©Ì¯  .
Dan is ] uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£heÀjeu© – en bijgevolg ook op ¨:£heÀ ﬃ ¨£ae©'© . De
verdeling  ^ van de grootste possibilistische uitbreiding k  ^ van ] tot ¨:£heÀ ﬃ ¨£he©'© is gegeven door

^
¨PE©ØÌ ±ç²´
Á
D'e
_ `U¦DW'`¨P¨gb'©c©À ÑYP¥£ae
Ó
Ten slotte is er een familie ¨R`"Äb"¥dc»© van possibilistische veranderlijken in ¨f¨:£a`ﬂÀj{`'©Äfb!¥@c»© met een ¨	ﬀÀOý
© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀjÀk	© als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van RD ,  O G H¡c
gegeven is door   ÌsxD . Hierbij kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£heÀjeu© voor ¨5¦ÈÀj© ;
®k
 ^
Ä
± voor k ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c van £he op £a` voor de veranderlijke Rf` .
BEWIJS. Wegens propositie 3.20.8 is k  ^ een uitbreiding van ] wanneer beide afbeeldingen aan elkaar gelijk
zijn op de meetbare atomaire cilinders Òe . Een meetbare atomaire cilinder is van de vorm ªE« ß °
eWÎ D
¨
û
PJü
±S
©
waarbij P7¥£ D en  O G Hqc . Hiervoor hebben we wegens lemma 3.33.1 dat
k
 ^
¨ªE«
ß
°
eWÎ D
¨
û
PCü$±

©'©"ý?]p¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨
û
PJüi±

©'©Ì*
D
¨P>©
Ó (3.20)
Wegens onderstelling ¨ Ù © bestaat er voor elk element b¥cKÍ G een element P ` zo dat  ` ¨P ` ©"Ìp¯. . Laat nu
Í het element uit £ e zijn zo dat
Í
¨gb'©Ì\­
P¨Ab'© als b!¥ G 0
P
` als b!¥dc4Í G Ó
Bij constructie is ªE«
eCÎ D
¨
Í
©ÌP . Bijgevolg is Í ¥ªE« ß °
eWÎ D
¨
û
PJü
±S
© . Voor een eindige deelverzameling ò van c
die G omvat hebben we voorts:
_ `U
6
Y`ﬂ¨
Í
¨Ab'©'©ØÌŁ_Ï¨;_ `U¦D1Y`¨P¨Ab'©'©ÀX_
`U
6
QóD
'`¨
Í
¨Ab'©'©'©
ÌŁ_Ï¨;_ `U¦D1Y`¨P¨Ab'©'©ÀX_
`U
6
QóD
¯

©
ÌŁ_Ï¨;_ `U¦D1Y`¨P¨Ab'©'©ÀO¯

©!Ì_ `U¦DW'`¨P¨gb'©c©
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Omdat ¨ 6 Ä O òH?c© bij onderstelling uit eindige _ -producten bestaat vinden we hiermee:
k
 ^
¨ªE« ß
°
eWÎ D
¨
û
PJüi±  ©'©ÐÝ=
^
¨
Í
©
Ì ±ç²´
u
6
e
_ `U
6
Y`¨
Í
¨gb'©'©
Ì ±ç²´
D'Ú
6
e
_ `U
6
Y`¨
Í
¨gb'©'©
Ì ±ç²´
D'Ú
6
e
 D ¨P>©ØÌ* D ¨PE©
Ó
Met (3.20) krijgen we hiermee de gelijkheid
k
 ^
¨ªE«ß
°
eWÎ D
¨
û
PCü ±R ©'©Ì*YD¨PE©ØÌŁ]p¨ªE« ß
°
eCÎ D
¨
û
PCü ±R ©c©
Ó
Bijgevolg is k  ^ een uitbreiding van ] . ] is dus uitbreidbaar tot een ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat.
Het resterende deel van de stelling volgt uit resultaten 6 en 7 van propositie 3.20.
3.5.4. Een possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling. Formuleren we nu de resultaten uit de voor-
gaande deelparagraaf voor het geval waarin alle ruime ruimten ¨£ ` , j ` © , b¸¥c overeenkomen met een ge-
geven ruime ruimte ¨:£=Àj© , dan vinden we een tegenhanger van het resultaat van Daniell en Kolmogorov
[Bil79, Bur72, Doo67] uit de probabiliteitstheorie terug voor possibilistische systemen.
STELLING 3.37. Laat ¨	ﬀÀtý© een direct product van complete ketens zijn. Stel dat de ruimte ruimten ¨£a`fÀj{`-© ,
bú¥qc samenvallen met een gegeven ruime ruimte ¨£=Àj© . Stel ¨xDdÄÁ O G Hqc© is een consistente familie
van verdelingen. Als ten minste e´e´n van de voorwaarden ¨ ° © , ¨	"·\© , ¨	"¹n© , ¨Ûn© , ¨	
Ô
© of ¨	Ù\© geldt, dan
bestaat er een possibilistisch proces ¨	R`ÐÄb"¥@cÈ© in ¨£=Àj© met een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsruimte ¨5¦ÈÀjØÀk	©
als basisruimte zo dat de possibiliteitsverdelingsfunctie van RD ,  O G H¡c gegeven is door   ÌzYD . Hierbij
kunnen de volgende keuzen gemaakt worden:
® de ruime productruimte ¨£ e Àj e © voor ¨5¦ÈÀj  © ;
®k

^
Ä
±
 voor k  ;
® de projectie-operator ªM«
eCÎ `
, b"¥@c , die een element P uit £ e op P¨gb'© afbeeldt, voor de veranderlijke R` .
3.6. De natuurlijke extensie van de maxitieve inhoud ]
Laten we weer vertrekken van een possibilistisch systeem waarvoor de beschikbare informatie als volgt
gespecificeerd is:
®¨c¨:£a`Àj{`-©Äb"¥@c»© is een niet-lege familie van ruime ruimten;
®k)D ,  O
G
Hqc is een genormeerde ¨ û «JÀt¯ü#Àtý© -possibiliteitsmaat op ¨:£ÝDÀjÐDE© met xD als verdeling;
®¨
D
Äa
O
G
Hqc© is consistent.
De informatie ¨ D ÄÁ O G H¡c© kunnen we alternatief voorstellen door een ¨ û «JÀt¯ü#Àtý© -maxitieve inhoud ]
op de meetbare cilinders }e van de ruime productruimte ¨:£heÀje© . Stel voorts k` , b.¥Ic gelijk aan de
¨
û
«JÀt¯ü5ÀOý© -possibiliteitsmaat k
T~`;W
·
ªE«Sß
°
T~`;W¡Î `
op ¨:£ ` Àj ` © met  ` Ìs
T`;W
·
ªM«ß
°
T~`;W¡Î `
als verdeling.
De ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© -possibiliteitsmaat k  ^ wordt op ﬃ ¨:£ e © gedomineerd door de grootste monotone extensie
]
?
van ] tot ﬃ ¨:£ e © :
k
 ^
¨,×©Ðýq]
?
¨	,ú©À Ñx,p¥
ﬃ
¨:£heu©À (3.21)
en dit geldt ongeacht of k  ^ een uitbreiding van ] is of niet (zie lemma 3.33.2).
Omdat alle possibiliteitsmaten k D ,  O G H¡c bij onderstelling genormeerd zijn, hebben we wegens pro-
positie 3.20.9 dat de ¨ û «JÀt¯ü5ÀOý© -maxitieve inhoud ] eveneens genormeerd is. Als gevolg hiervan is ] een

-alternerende, positieve vertrouwensmaat op het veld } e . Voorbeeld 1.114 en stelling 1.112 impliceren dat ]
een coherente bovenprobabiliteit op het veld } e is waarvan ]
?
de natuurlijke extensie tot ﬃ ¨:£ e © is.
Laten we bijkomend ervan uitgaan dat ten minste e´e´n van de volgende voorwaarden geldt:
¨	
°
©~j{` , b!¥@c is eindig;
¨	"·\©}e is een ruim veld (in het bijzonder: c is eindig);
¨	"¹\© elke verzameling £a` , b=¥c is voorzien van een compacte topologie #` ; elke possibiliteitsmaat kýD ,

O
G
H¡c is uitwendig regulier met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©Äfb!¥ G © ;
¨	
Û
©2c is aftelbaar;
¨	
Ô
©Î¨
D
Äa
O
G
Hqc© bestaat uit eindige _Ñ -producten;
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¨	 Ù ©Î¨ D Äa
O
G
Hqc© bestaat uit eindige _ -producten waarbij _ een t-norm op ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© is; elke possibili-
titeitsmaat k ` , b"¥dc is modaal.
Met de resultaten uit paragraaf 3.5 hebben we dat k  ^ de grootste, genormeerde ¨ û «JÀt¯üHÀOý© -possibiliteitsmaat
is die ] uitbreidt tot ﬃ ¨:£he© . Zoals duidelijk gemaakt wordt in voorbeeld 1.115 is k  ^ eveneens een coherente
bovenprobabiliteit op ﬃ ¨:£he© die ] uitbreidt. Stelling 1.110.7 zegt dat de natuurlijke extensie ]
?
tevens
de grootste coherente uitbreiding is van ] tot ﬃ ¨£ae© . Als gevolg hiervan hebben we dat k  ^ ¨,ú©»ý]
?
¨,×© ,
Ñx,p¥
ﬃ
¨£ e © . We vinden met andere woorden het algemene verband (3.21) tussen de grootste possibililistische
en de grootste monotone extensie van ] terug.
Zoals aangestipt in lemma 3.33 komen k  ^ en ]
?
altijd overeen in de singletons van £ e . Onder de zeer
restrictieve voorwaarde ¨ · © komen k  ^ , ] en ]
?
overeen op het ruim productveld j e .
Laten we even aannemen dat ¨	 ¹ © geldt. Gebruikmakend van stelling 3.30 hebben we dat k  ^ de unieke,
met betrekking tot lÉ¨c¨:£a`À`H©ÊÄb»¥c»© reguliere coherente bovenprobabiliteit op ﬃ ¨:£he© is die ] uitbreidt.
Uit lemma 3.29 volgt dat de coherente bovenprobabiliteiten ]
?
en k  ^ overeenkomen in alle compacte verza-
melingen van ¨:£heØÀVlï¨'¨:£a`ﬂÀ`©Äfb!¥dc»©c© .
Wanneer voorwaarde ¨
Ô
© geldt, hebben we wegens lemma 3.33 dat k  ^ en ]
?
overeenkomen in alle
deelverzamelingen van £he die cartesiaanse producten zijn.
Voorbeeld 3.34 geeft aan dat k  ^ en ]
?
niet noodzakelijk volledig overeenkomen. Anders gezegd: de
ongelijkheid in (3.21) kan strikt zijn voor sommige deelverzamelingen , van £ae .
HOOFDSTUK 4
Stationaire possibilistische processen
And Jim said you mustn’t count the things you are going to cook for dinner, because that would bring bad
luck. The same if you shook the tablecloth after sundown. And he said if a man owned a beehive and that
man died, the bees must be told about it before sun-up next morning, or else the bees would all weaken
down and quit work and die. Jim said bees wouldn’t sting idiots; but I didn’t believe that, because I had
tried them lots of times myself, and they wouldn’t sting me.
— Mark Twain (The Adventures of Huckleberry Finn)
4.1. Inleiding
4.1.1. Overzicht. Er kunnen rationele argumenten voor handen zijn om te oordelen dat de informatie die
over een possibilistisch systeem beschikbaar is bijkomende structuurkenmerken heeft. We belichten de situatie
waarin deze informatie bestaat uit een consistente familie van possibiliteitsmaten die gedefinieerd zijn op de
eindige machten van een verzameling £ . We kunnen dan bijvoorbeeld oordelen dat deze possibiliteitsmaten
– of, equivalent hiermee, de met deze possibiliteitsmaten corresponderende verdelingen – niet in de tijd wij-
zigen. Gebruikmakend van de possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling uit hoofdstuk 3 kan de gegeven
informatie meestal gerepresenteerd worden door een possibilistisch proces ¨	R ` Äfb"¥2cÈ© . De eindige gemeen-
schappelijke possibiliteitsverdelingsfuncties die bepaald kunnen worden met de veranderlijken uit ¨UR`"Äfb!¥@c»©
komen overeen met de verdelingen van de gegeven possibiliteitsmaten. We kunnen ons verder afvragen of we
het gedrag van de veranderlijken in ¨	Rf`"Äb"¥2cÈ© kunnen laten bepalen door een shift-invariante of een tijdsin-
variante possibiliteitsmaat k	 op hun basisruimte ¨#¦ÈÀj© .
In de nu volgende paragraaf 4.2 behandelen we hiertoe een lichtjes algemener probleem. Een geval, waarin
we ons probleem onmiddellijk kunnen oplossen, gaat ervan uit dat de ‘shift-operator’ bijectief is. Wanneer deze
voorwaarde niet geldt – bijvoorbeeld wanneer de verzameling van de natuurlijke getallen met de gebruikelijke
lineaire ordening als tijdsverzameling c genomen wordt – vinden we toch nog een shift-invariante possibili-
teitsmaat als de verdelingen eindige _ -producten zijn of aan bijkomende continuı¨teitsvoorwaarden voldoen.
In paragraaf 4.3 voeren we strikt stationaire possibilistische processen in. In het volgende hoofdstuk zullen
we aantonen dat een possibilistisch Markov-proces een strikt stationair possibilistisch proces is wanneer zijn
transitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten stationair zijn.
4.1.2. Afspraken over de notatie. We nemen de notaties uit paragrafen 2.1.2 en 3.1.2 over. Tenzij uit-
drukkelijk anders vermeld gaan we ervan uit dat
®¨	ﬀÀOý© een complete tralie is;
®£ een niet-lege verzameling is;
®j een ruim veld op £ is;
® Ç een niet-lege klasse van deelverzamelingen van £ is;
® een Ç4®©ﬀ -afbeelding is.
Met de voorgaande notaties kunnen we nu de volgende notie invoeren.
DEFINITIE 4.1. Stel dat Å een ÇK®ÎÇ -meetbare transformatie van £ is. Een ¨	ﬀÀOý© -vertrouwensmaat  op Ç
noemen we Å -invariant als
¨gÅ?ß
°
¨ÅÈ©'©ØÌ*¨ÅÈ©ÀÒÑÅÆ¥ÏÇ
Ó (4.1)
4.2. Invariantie van vertrouwensmaten onder meetbare transformaties
4.2.1. Probleemstelling. Laten we van start gaan met een systeem waarvan de beschikbare informatie
gegeven is door
® een niet-lege verzameling c ;
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® een ruime ruimte ¨:£=Àj© ;
®¨	ﬀÀOý© -vertrouwensmaten P D ,  O G H¡c die gedefinieerd zijn op de ruime productruimte ¨£ D Àj D © en
een consistente familie (volgens de onderstaande voorwaarde (4.2)) vormen.
De verzameling c fungeert dus als de ‘tijdsverzameling’ voor het systeem. De consistentie van de ver-
trouwensmaten ¨AP D Ä° O G H¡c© betekent het volgende: als G ° en G · twee verzamelingen zijn zo dat
 O
G
°

G
· H?c , dan is
P D
4
ÌŁP Dfv
·
ªE«ß
°
D v Î D
4
À (4.2)
of, equivalent hiermee, P D
4
is de marginale van P Dfv op ¨:£ D
4
Àj
D
4
© .
De gegeven informatie ¨;P D ÄW O G H?c© kan voorgesteld worden door een ¨ﬀÀOý© -vertrouwensmaat ]
op het veld }e van de meetbare cylinders van ¨:£ e Àj e © , die in een element Ö van }e gegeven is door:
]p¨#Ö×©ØÌŁP D ¨ÅÈ©
waarbij ÅÆ¥+j D met  O G Hqc zo dat ÖÌsªE«ß °
eWÎ D
¨ÅÈ© .
Onderstel nu dat ì een injectieve transformatie van de indexverzameling c is. Laat Û de £ e ®e£ e -
afbeelding zijn, die gegeven is door
Û~¨P>©!ÌzP
·
ìÀÒÑYP7¥}£
e
Ó
VOORBEELD 4.2. Stel cÌ I . Laat ì de opvolgerstransformatie van I zijn. Dit betekent dus dat ì de
transformatie van I is zo dat ì¨:Ü©ÐÌTÜÚd¯ voor alle Ü;¥NI . De met ì overeenkomende transformatie Û van
£
Õ is vanzelfsprekend de linkse shift-operator op £ Õ . Neem immers een element P uit £ Õ . Het beeld Û4¨PE©
van P onder Û voldoet aan:
Û4¨P>©¨Ü©ØÌ*P¨:ÜÏÚa¯n©À ÑEÜ.¥ﬁI"À
Het invers beeld Û
ß
°
¨¿HP
Ái© van ¿.PÁ is bepaald door
Û;ß
°
¨-¿.P
Ái©ØÌ®¤ßSfÕÜ­ßEÀ
waarbij voor alle ÜÎ¥+I :
Ü­ß Ì¼­
£ als Ü=Ìa«W0
¿.P¨Ü®K¯\©ﬂÁ als Ü=(Ìa« Ó >
We maken voorts gebruik van de volgende afbeeldingen. Voor elke verzameling G zo dat  O G H¡c
stellen we met Û8D de £r1 Þ D¦á ®Î£ D -afbeelding voor, die gegeven is door:
Û8D¨PE©ØÌsP
·
ìÄ D
ÀÒÑxP7¥£
1
Þ
D¦á
Ó
De zojuist ingevoerde afbeeldingen hebben de volgende eigenschappen.
PROPOSITIE 4.3. Laat  O G Hqc en laat b"¥dc .
1. Û is een j e ®=j e -meetbare surjectie. Voorts voldoet Û aan ¨ ÑÁ,¥ﬂj e ©¨;Û4¨,ú©7¥ﬂj e © . In het
bijzonder geldt dat ¨ ÑxP7¥£ e ©¨;Û4¨ û PJü
±

©Ì
û
Û4¨P>©Hü
±

© .
2. ÛdD is een meetbaarheidbewarende transformatie van ¨:£r1 Þ D¦á Àj21 Þ D3á © naar ¨:£ D Àj D © . In het bijzonder
geldt dat
Û
D
¨
û
B
ü
±SÝ
²

³
©Ì
û
Û
D
¨
B
©Hü
±

ÀÒÑ
B
¥£
1
Þ
D¦á
Ó
3. ªM«
eCÎ D
·
ÛÌÛ
D
·
ªM«
eCÎ
1
Þ
D3á
.
4. ªM«
eCÎ `
·
Û{Ì*ªM«
eCÎ
1
Þ
`á
.
5. ¨ ÑEÖ{¥i}e©O¨AÛ4¨#Ö×© ¥i}e en Û
ß
°
¨Ö­©È¥(}e© . Als Å+¥j D waarbij  O G H?c zo dat G þﬁì¨gc»©e(Ì[ ,
dan
Û4¨ªE«ß
°
eCÎ D
¨#Å»©c©ØÌzªE« ß
°
eCÎ
1
354
Þ
D3á
¨AÛ
1-354
Þ
D¦á
¨ªM«
D3Î D Þ
1
Þ
eYá
¨Å»©c©'©
Ó (4.3)
6. Û
ß
°
¨¿.PÁ\©Ì

`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨-¿.P¨Ab'©ﬂÁi© en Û
ß
°
¨
û
PJü
±

©Ì

`U-e
ªE«
ß
°
eWÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨gb'©ü$± ©Ð¥Ðj
e
.
7. Û4¨AÛ
ß
°
¨	,ú©'©ØÌﬂ,0ÀÒÑÁ,¥
ﬃ
¨£
e
© .
8. ﬃ
±

¨AÛ
ß
°
¨,×©'©ØÌÛ
ß
°
¨
ﬃ
±

¨	,ú©'©À Ñx,p¥
ﬃ
¨£
e
© .
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BEWIJS. We beginnen met het bewijs van de tweede uitspraak. Uit de onderstelling dat ì injectief is volgt dat
ìÄ D ,  O
G
Hqc een bijectie is van G naar ì¨ G © . Als gevolg hiervan is Û D een bijectie van £i1 Þ D3á naar £ D .
Neem een element
B
uit £i1 Þ D3á . Voor een element Í ¥£i1 Þ D3á hebben we:
Í
¥
û
B
ü
± Ý
²

³
È ¨ Ñ*x ¥
G
©¨
Í
¨ì¨ﬁx\©'©"¥
û
B
¨	ì¨;x\©c©Hü ± ©
È ¨ Ñ*x ¥
G
©¨c¨
Í
·
ìÄ D?©O¨;x\©Ð¥
û
¨
B
·
ìÄ D>©¨ﬁxn©ü ± ©
È ¨ Ñ*x ¥
G
©¨c¨AÛ D ¨
Í
©'©¨ﬁx\©Ð¥
û
¨AÛ D ¨
B
©c©¨;x\©ü$± ©
ÈßÛ D ¨
Í
©"¥
û
Û D ¨
B
©ü
±

Ó
We vinden hieruit dat:
Û8D¨
û
B
ü
± Ý
²

³
©ÌÆ¿ÛdD¨
Í
©Ä
Í
¥}£
1
Þ
D3á
en Í ¥ û
B
ü
± Ý
²

³
Á
ÌÆ¿ÛdD¨
Í
©Ä
Í
¥}£
1
Þ
D3á
en ÛdD¨ Í ©!¥ û Û8D¨
B
©Hü
±

Á
ÌÆ¿à Äfà ¥}£
D
en à ¥ û Û8D¨
B
©Hü
±

Á
Ì
û
Û8D¨
B
©ü
±

Ó
Voor een element Å uit j21 Þ D3á krijgen we dus:
Û D ¨#Å»©ØÌŁÛ D ¨
Ô
Ã
%Ã
û
B
ü
±SÝ
²

³
©ØÌ Ô
Ã
%Ã
Û D ¨
û
B
ü
±SÝ
²

³
©Ì Ô
Ã
%Ã
û
Û D ¨
B
©ü
±

¥~j
D
Ó
Dit betekent dat Û<ß °
D
een j
D
®°j21
Þ
D3á
-meetbare afbeelding is. De j21 Þ D3á ®°j D -meetbaarheid van Û D kan ana-
loog aangetoond worden. Dit betekent dat Û8D een meetbaarheidbewarende transformatie van ¨£i1 Þ D3á Àj21 Þ D3á ©
naar ¨:£
D
Àj
D
© is.
We verifie¨ren nu de derde en de vierde uitspraak. Voor een element P uit £ e hebben we:
¨ªE«
eCÎ D
·
Û.©O¨P>©!ÌsªE«
eWÎ D
¨P
·
ì?©ØÌ¨P
·
ì>©OÄ DÌsPÄ
1
Þ
D3á
·
ìÄ DÏÌŁÛ8D¨PuÄ
1
Þ
D3á
©Ì¨AÛ8D
·
ªE«
eCÎ
1
Þ
D¦á
©O¨PE©À
en
¨ªE«
eCÎ `
·
Û§©¨PE©ØÌzªE«
eCÎ `
¨AÛ4¨P>©'©"ÌzªE«
eCÎ `
¨P
·
ì>©Ì¨P
·
ì?©O¨gb'©ØÌ*P¨ì¨Ab'©'©ØÌ*ªE«
eCÎ
1
Þ
`á
¨P>©
Ó
We tonen de vijfde uitspraak aan. Uit de derde uitspraak en de definitie van }e volgt onmiddellijk dat
Û
ß
°
¨Ö­©Ð¥2}e voor elk element Öï¥@}e .
Laat nu ÅÆ¥+j D waarbij  O G H?c . Onderstel dat G þì¨Ac»©ý(Ìﬂ . We tonen nu aan dat Û~¨ªE«Sß °
eCÎ D
¨ÅÈ©'©ØÌ
ªE«Sß
°
eCÎ
1-354
Þ
D3á
¨AÛ
1
354
Þ
D3á
¨ªE«
D3Î D Þ
1
Þ
eYá
¨#Å»©c©'© . Stel
B
¥¨Û4¨ªM«ß
°
eCÎ D
¨Å»©c© , dan is
B
Ì³P
·
ì waarbij P ¥ªM«ß °
eCÎ D
¨ÅÈ© .
Bijgevolg is
B
Ä
1354
Þ
D3á
Ì¨P
·
ì?©tÄ
1-354
Þ
D¦á
ÌsPÄ
D5Þ
1
Þ
eYá
·
ìÄ
1-354
Þ
D3á
¥@Û
1-354
Þ
D3á
¨ªE«
DÎ D5Þ
1
Þ
eYá
¨ÅÈ©'©À
en hieruit volgt dat
B
¥ªM«
ß
°
eCÎ
1
354
Þ
D¦á
¨;Û
1
354
Þ
D3á
¨ªE«
D3Î D Þ
1
Þ
eCá
¨#Å»©'©c© .
Omgekeerd, als
B
¥ªM«
ß
°
eCÎ
1
354
Þ
D3á
¨;Û
1
354
Þ
D3á
¨ªE«
D3Î D Þ
1
Þ
eCá
¨ÅÈ©'©c© , dan is
B
Ä
1
354
Þ
D3á
Ì*PÄ
D Þ
1
Þ
eCá
·
ìÄ
1
354
Þ
D3á
, waar-
bij P=¥}Å . We definie¨ren nu een element Í van £ e op de volgende manier:
Í
¨Ab'©Ì
­
P¨gb'© als b!¥ G 0
B
¨ì
ß
°
¨gb'©c© als b!¥ﬁì¨gc»©
Í G 0
en
Í
¨Ab'©"¥£ als b!¥dc4ÍÈ¨	ì¨gc»©Á; G © Ó
Dan is Í ¥+ªM« ß °
eCÎ D
¨ÅÈ© en
B
Ì
Í
·
ì . Hieruit volgt dat
B
¥Û4¨ªE«
ß
°
eWÎ D
¨#Å»©'© . We besluiten dat
Û4¨ªE«ß
°
eCÎ D
¨#Å»©c©ØÌzªE« ß
°
eCÎ
1
354
Þ
D3á
¨AÛ
1
354
Þ
D¦á
¨ªM«
D3Î D Þ
1
Þ
eYá
¨Å»©c©'©
Ó
Als G þ+ì¨Ac»©Ìﬂ , dan is
Û4¨ªM« ß
°
eCÎ D
¨Å»©c©ØÌ ¿
B
Ä
B
ÌsP
·
ì met P=¥}£ e en ªM«
eCÎ D
¨P>©¥}ÅÊÁÈÌe£
e
Ó (4.4)
Met (4.3) en (4.4), uitspraak twee en propositie 3.4.1 vinden we dat Û~¨Ö×©"¥@} e voor elk element Öï¥2} e .
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We tonen nu de zesde uitspraak aan. Voor een element P uit £ e vinden we met de vierde uitspraak:
Û ß
°
¨
û
PCü
±

©ÌÛ ß
°
¨ â
`U-e
ªE«
ß
°
eCÎ `
¨
û
P¨gb'©ü ± ©'©ØÌ â
`U-e
Û ß
°
¨ªM«
ß
°
eCÎ `
¨
û
P¨Ab'©Hü ± ©c©ØÌ â
`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨Ab'©Hü ± ©Ð¥Ðj
e
À
omwille van de j e ®©j -meetbaarheid van de projectie-operatoren ªE«
eCÎ
1
Þ
`á
, b¥c . Het bewijs van de andere
gelijkheid gaat analoog.
Laten we nu de eerste uitspraak aantonen. Met de zesde uitspraak vinden we voor een element Å uit j e
dat
Û<ß
°
¨ÅÈ©ØÌŁÛ;ß
°
¨
Ô
¹
%Ã
û
PJü
±

©Ì
Ô
¹
%Ã
Û<ß
°
¨
û
PJü
±

©"¥~j
e
Ó
Dit impliceert dat Û een j e ®j e -meetbare afbeelding is.
Voorts is Û surjectief. Een element
B
uit £ e kunnen we immers steeds schrijven als het direct beeld Û4¨PE©
waarbij P7¥£ e zo dat
­
P¨	ì¨gb'©'©!Ì
B
¨gb'©À ÑbØ¥dc@0
P¨;x\©Ð¥}£=À Ñx ¥dc4Íì¨Ac»©
Ó
Neem vervolgens een element P uit £ e . Een element
B
¥dÛ4¨
û
PJü
±

© is van de vorm
B
ÌÛ4¨
Í
© Ì
Í
·
ì waarbij
Í
¥
û
PCü
±

. Dit impliceert dat
B
¨gb'©ÊÌ
Í
¨	ì¨gb'©c©¸¥
û
P¨	ì¨gb'©'©ü
±
Ì
û
¨AÛ4¨P>©'©O¨gb'©ü
± voor alle bú¥Dc . Bijgevolg is
B
¥
û
Û4¨P>©ü
±

. Omgekeerd, stel dat
B
¥
û
Û4¨P>©ü
±

. Wegens de surjectiviteit van Û bestaat er een Í ¥7£ e zo
dat
B
ÌŁÛ~¨
Í
©uÌ
Í
·
ì . Hierbij kunnen we Í ¨ﬁx\©uÌ*P¨ﬁx\© kiezen voor alle xÊ¥2c~Íì¨gc»© . We krijgen dan:
­
Í
¨	ì¨gb'©c©Ì
B
¨Ab'©"¥
û
P¨ì¨Ab'©'©Hü
±
À ÑbØ¥dc@0
Í
¨;x\©ÌsP¨;x\©Ð¥
û
P¨ﬁxn©ü
±
À Ñ*x ¥dc;Íì¨gcÈ©
Ó
Dit impliceert dat Í ¥ û PJü
±
 waardoor
B
ÌáÛ4¨
Í
©¸¥Û4¨
û
PJü
±

© . Het resterend deel van de eerste uitspraak
volgt onmiddellijk uit dit resultaat.
We verifie¨ren nu de zevende uitspraak. Neem hiervoor een deelverzameling , van £ e . Uit de surjectiviteit
van Û (zie de eerste uitspraak) volgt dat ,

Û~¨AÛ
ß
°
¨,×©'© . De omgekeerde inclusie Û~¨AÛ
ß
°
¨,×©'©

, geldt
altijd. Bijgevolg is Û4¨AÛ
ß
°
¨	,ú©'©ØÌ*, .
Laten we ten slotte de laatste uitspraak aantonen. Laten we hiervoor eerst aantonen dat
â
`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨Ab'©Hü
±
©ØÌ
ﬃ
±

¨
â
`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨¿HP¨Ab'©Án©c©
Ó
Uit

`U-e
ªE«ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨Ab'©Hü
±
©Ð¥Ðje volgt onmiddellijk de inclusie
â
`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨Ab'©Hü
±
©µ
ﬃ
±

¨
â
`U-e
ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨¿HP¨Ab'©Án©c©
Ó
Voor het bewijs van de omgekeerde inclusie is het voldoende om aan te tonen dat elk element
B
van de
doorsnede

`U-e
ªM«ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨Ab'©Hü
±
© behoort tot elke j e -meetbare verzameling Å die

`U-e
ªE« ß
°
eWÎ
1
Þ
`á
¨-¿.P¨gb'©Án©
omvat. Laat dus Å een element van j e zijn zo dat 
`U-e
ªE«
ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨-¿.P¨gb'©ﬂÁi©

Å en neem een element
B
¥

`U-e
ªE«
ß
°
eWÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨gb'©ü$±© . We hebben dan:
­
B
¨ì¨Ab'©'©"¥
û
P¨gb'©ü
±
À ÑbØ¥dc@0
B
¨ﬁxn©"¥}£=À Ñ*x ¥dc;Íì¨gcÈ©
Ó
Laat Í het element van £ e zijn zo dat
­
Í
¨	ì¨gb'©c©ØÌzP¨gb'©À ÑbØ¥@c@0
Í
¨;x\©Ì
B
¨ﬁx\©À Ñx ¥@c~Íì¨gcÈ©
Ó
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Dan behoort Í tot

`U-e
ªE«Sß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨-¿.P¨gb'©ﬂÁi©

Å . Uit
­
B
¨ì¨Ab'©'©Ð¥
û
P¨gb'©ü ± Ì
û Í
¨ì¨Ab'©'©Hü ± À ÑbØ¥@c@0
B
¨ﬁx\©Ì
Í
¨;x\©À Ñ*x ¥2c~Íì¨gc»©À
volgt dat
B
¥=¤ `U-e
û Í
¨gb'©ü$±TÌ
û Í
ü
±


Å , omdat Í tot Å behoort en Å een j e -meetbare verzameling is.
Met het zesde resultaat vinden we nu:
Û ß
°
¨
ﬃ
±

¨¿HP
Ái©'©ÌÛ ß
°
¨
û
PJü
±

©Ì â
`U-e
ªE«ß
°
eWÎ
1
Þ
`á
¨
û
P¨gb'©ü ± ©
Ì
ﬃ
±

¨ â
`U-e
ªE«ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨¿HP¨gb'©Á\©c©ØÌ
ﬃ
±

¨;Û ß
°
¨¿.PÁ\©c©
Ó
Voor een element , uit ﬃ ¨:£ e © vinden we hiermee:
Û ß
°
¨
ﬃ
±

¨	,ú©'©ØÌŁÛ ß
°
¨
Ô
¹
aÌ
û
PJü
±

©ØÌ
Ô
¹
aÌ
Û ß
°
¨
û
PCü
±

©ØÌ
Ô
¹
aÌ
ﬃ
±

¨AÛ ß
°
¨¿.PÁn©'©!Ì
ﬃ
±

¨;Û ß
°
¨,ú©c©
Ó
De eventuele Û -invariantie van de afbeelding ] kunnen we natuurlijk ook interpreteren in termen van
onderliggende vertrouwensmaten ¨;PñD§Ä O G H¡c© . Laten we voor dit concreet geval eerst definitie (4.1) nog
eens uitschrijven. De afbeelding ] is Û -invariant als en alleen als
]p¨;Û<ß
°
¨Ö­©'©ØÌŁ]p¨#Ö×©À ÑEÖÉ¥}e
Ó ( < )
Een meetbare cilinder is van de vorm Ö Ì[ªM«ß °
eCÎ D
¨Å»© waarbij Å ¥j D en  O G H¡c . Wegens proposi-
tie 4.3.3 hebben we dat Û
ß
°
¨ªM«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©úÌ\ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
D3á
¨AÛ
ß
°
D
¨#Å»©'© . Met de definitie van ] kunnen we ¨;<© als
volgt uitschrijven:
P
1
Þ
D3á
¨;Û
ß
°
D
¨ÅÈ©'©!Ì]p¨ªM«
ß
°
eCÎ
1
Þ
D3á
¨AÛ
ß
°
D
¨#Å»©'©c©!Ì]p¨AÛ;ß
°
¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ©'©c©ØÌ]É¨ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»©'©!ÌŁPD¨#Å»©
Ó
Wegens propositie 4.3.2 zijn alle afbeeldingen Û8D ,  O G H¡c meetbaarheidbewarende transformaties van
¨:£r1
Þ
D¦á
Àj21
Þ
D¦á
© naar ¨:£
D
Àj
D
© . De Û -invariantie van ] is dus equivalent met de volgende voorwaarde op de
informatie ¨;PñD.Ä O G H¡c© :
P
1
Þ
D3á
ÌŁP
D
·
Û
D met  O G H¡c Ó ( <SË )
Het in de inleiding gestelde probleem kunnen we nu als volgt verwoorden: bestaan er voor een Û -
invariante afbeelding ] of voor een systeem, waarvan de informatie ¨APDïÄu O G H?c© voldoet aan ¨A< Ë © ,
Û -invariante monotone uitbreidingen van ] tot ﬃ ¨:£ e © ?
Een monotone uitbreiding van ] tot ﬃ ¨:£ e © zal de kleinste monotone extensie ]
?
van ] domineren op
ﬃ
¨:£
e
© en zal op haar beurt gedomineerd worden op ﬃ ¨:£ e © door de grootste monotone uitbreiding ]
?
van
] .
Zowel ]
?
als ]
?
zijn Û -invariante uitbreidingen van ] . Voor de duidelijkheid zullen we een bewijs van
dit resultaat geven. Hierin zullen we het volgende lemma gebruiken.
LEMMA 4.4. Laat ¨	ﬀÀtý© een complete tralie zijn. Stel Ç is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van
een niet-lege verzameling £ . Laat Å een Ç=®ÏÇ -meetbare transformatie van £ zijn. Stel dat  een Å -invariante
¨ﬀÀOý© -vertrouwensmaat op Ç is.
1. Als ¨8Ñx, ¥ ﬃ ¨£§©'©O¨ ÑEÅ¥7Ç"©O¨7Å
ß
°
¨,ú©

Å
º
¨×¼¥7ÇÐ©¨7Å
ß
°
¨,×©

Å
ß
°
¨¼Ï©

Å»©c© en Å surjectief is,
dan is 
?
eveneens Å -invariant.
2. Als ¨8Ñx, ¥ ﬃ ¨£§©'©O¨ ÑEÅ¥7Ç"©O¨Å

Å
ß
°
¨	,ú©
º
¨×¼¥7ÇÐ©¨Å

Å
ß
°
¨¼Ï©

Å
ß
°
¨	,ú©'©c© en Å surjectief is,
dan is 
?
eveneens Å -invariant.
3. Als ¨ ÑÅÆ¥ÏÇÐ©¨7Å¨ÅÈ©¥Ç"© , dan is 
?
ook Å -invariant.
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BEWIJS. Onderstel dat de voorwaarden uit de eerste uitspraak gelden. Gelet op de Å -invariantie van  hebben
we voor een element , van ﬃ ¨£§© :

?
¨7Å
ß
°
¨,ú©c©ØÌe±ç²´O¿H¨ÅÈ©ÄÅ
ß
°
¨	,ú©

Å en Å ¥ÇÁ
Ìe±ç²´O¿H¨7Å ß
°
¨¼Ï©c©ÄÅ ß
°
¨	,ú©

Å ß
°
¨¼© en ¼ ¥}ÇÁ
Ìe±ç²´O¿H¨7Å ß
°
¨¼Ï©c©Ä:,

¼ en ¼ ¥ÇÁ
Ìe±ç²´O¿H¨¼Ï©Ä:,

¼ en ¼{¥ÇÁ
Ìz
?
¨,×©À
wat de eerste uitspraak aantoont.
Onderstel dat de voorwaarden uit de tweede uitspraak gelden. Gelet op de Å -invariantie van  hebben we
voor een element , van ﬃ ¨:£§© :

?
¨gÅ ß
°
¨	,ú©'©ØÌ
à'áCâ
¿.¨#Å»©ÄiÅ

Å ß
°
¨	,ú© en Å¥ÏÇÁ
Ì
à'áCâ
¿.¨gÅ ß
°
¨¼©'©ÄÅ ß
°
¨¼Ï©

Å ß
°
¨	,ú© en ¼ ¥}ÇÁ
Ì
à'áCâ
¿.¨gÅ?ß
°
¨¼©'©Äi¼

, en ¼ ¥ÏÇ»Á
Ì
à'áCâ
¿.¨#¼Ï©Äi¼

, en ¼{¥ÏÇÁ
Ìs
?
¨,ú©À
wat de tweede uitspraak aantoont.
We tonen nu de derde uitspraak aan. Stel ,¥ ﬃ ¨£§© . Als Å ¥aÇ , dan is Å

Å
ß
°
¨	,ú© als en alleen
als Å¨Å»©

, als en alleen als Å
ß
°
¨7Å¨ÅÈ©'©

Å
ß
°
¨,×© . Wanneer Å

Å
ß
°
¨	,ú© hebben we dat ¨ÅÈ©4ý
¨7Å
ß
°
¨7Å¨ÅÈ©'©'©!Ìs¨gÅE¨#Å»©'©ý=
?
¨,ú© . Bijgevolg is

?
¨7Å
ß
°
¨,ú©c©ØÌ
à'áJâ
¿.¨ÅÈ©ÄiÅ

Å
ß
°
¨,×© en Å ¥ÇÁý
?
¨	,ú©
Ó
Laten we ten slotte de ongelijkheid 
?
¨	,ú© ý
?
¨gÅ
ß
¨	,ú©'© verifie¨ren. Voor een element Åï¥ÎÇ zo dat Å

,
hebben we dat Å
ß
°
¨ÅÈ©¥}Ç , Å
ß
°
¨ÅÈ©

Å
ß
°
¨	,ú© en ¨Å»©"Ìﬂ¨7Å
ß
°
¨#Å»©c©ýz
?
¨gÅ
ß
°
¨	,ú©'© . Als gevolg hiervan is

?
¨,ú©Ðý
?
¨7Å
ß
°
¨	,ú©'© . Dit bevestigt de derde uitspraak.
We verifie¨ren hiermee de Û -invariantie van ]
?
en ]
?
.
STELLING 4.5. Als ]âÛ -invariant is, dan zijn ]
?
en ]
?
eveneens Û -invariant.
BEWIJS. Laten we eerst de Û -invariantie van ]
?
verifie¨ren. Stel , ¥ ﬃ ¨:£ e © . Als , ÌJ , dan is natuurlijk
,ï¥d}
e en ]
?
¨;Û
ß
°
¨,ú©c©!Ì]
?
¨	,ú©ØÌ]
?
¨	S©!ÌT«a . Bekijken we nu het geval waarin ,Ø(Ì . Onderstel dat
Û
ß
°
¨,×©

ªM«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ© , waarbij Å,¥¬j D en  O G H?c . We tonen nu aan dat er steeds een element Ö ¥}e
bestaat zo dat Û
ß
°
¨,ú©

Û
ß
°
¨Ö­©

ªM«
ß
°
eCÎ D
¨Å»© . Uit Û
ß
°
¨,×©

ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»© volgt dat ªE«
eCÎ D
¨;Û
ß
°
¨,ú©c©

Å .
Er zijn nu twee mogelijkheden.
Als G

cTÍ<ì¨gcÈ© , dan is ªE«
eCÎ D
¨;Û
ß
°
¨,ú©c© Ì £
D

Å . Neem voor het bewijs daarvan een element
PÆ¥a£
D
. Omdat , (Ì kunnen we een element
B
uit , nemen. Dan is PaÌØªE«
eWÎ D
¨
Í
© , waarbij Í ¥V£ e
gegeven is door
Í
¨gb'©Ì
­
B
¨	ì
ß
°
¨gb'©c© als b"¥Ïì¨Ac»©
P¨gb'© als b"¥ G
en
Í
¨gb'©"¥£ als b!¥@c~ÍÈ¨	ì¨gc»©Á; G © Ó
Omdat Í · ìÎÌ
B
¥{, en ªM«
eCÎ D
¨
Í
©Ì[P , hebben we dat Í ¥CÛ
ß
°
¨,ú© en PK¥{ªM«
eCÎ D
¨AÛ
ß
°
¨,×©'© . Als gevolg
hiervan is ªE«
eCÎ D
¨AÛ
ß
°
¨	,ú©'©!Ìa£
D
ÌaÅ . Bijgevolg is ªM« ß °
eCÎ D
¨Å»©"Ìd£
e
. Omdat }e een veld op £ e is, hebben
we voor £
e
¥@}
e dat Û
ß
°
¨	,ú©

Û
ß
°
¨:£
e
©Ìd£
e
ÌsªM«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ© .
Onderstel nu dat G þÝì¨gc»©}(ÌQ . Neem een element P.¥+, . Omdat Û
ß
°
¨¿HP
Á\©

Û
ß
°
¨,×©

ªE«
ß
°
eCÎ D
¨#Å»©Ð¥
j
e
, vinden we met propositie 4.3.8 dat ﬃ
±

¨;Û
ß
°
¨¿HP
Á\©c©»ÌIÛ
ß
°
¨
û
PJü
±

©

ªE«
ß
°
eCÎ D
¨ÅÈ© . Uit de definitie van
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Û
ß
°
¨
û
PJü
±

© volgt dat Û
ß
°
¨
û
PJü
±

©Ì\¤ `U-e Ü ` , waarbij
Ü ` Ì ­
£ als b!¥@c~Íì¨Ac»© 0
û
P¨	ì
ß
°
¨gb'©c©Hü ± als b!¥ﬁì¨Ac»© Ó
Dit impliceert dat  ¹ Ì¤
`U¦D Þ
1
Þ
eYá
Ü ` ¥j
D Þ
1
Þ
eCá
. Omdat Û
ß
°
¨
û
PCü
±

©

ªM«ß
°
eCÎ D
¨Å»© , vinden we hieruit dat
ªE«
eCÎ D
¨AÛ
ß
°
¨
û
PCü
±

©'©Ì*ªE«
eCÎ D
¨¡¤`U-enÜ`©!Ì®¤`U¦DÜ+` ÌsªE«ß
°
D3Î D Þ
1
Þ
eCá
¨
¹
©

Å . Als gevolg hiervan is
Û
ß
°
¨
û
PCü
±

©

ªE«ß
°
eCÎ D
¨ªM«
eCÎ D
¨AÛ
ß
°
¨
û
PCü
±

©'©c©ØÌzªE« ß
°
eCÎ D
¨ªM« ß
°
D3Î D Þ
1
Þ
eYá
¨
¹
©c©ÌsªE«ß
°
eWÎ D Þ
1
Þ
eYá
¨	
¹
©

ªE«ß
°
eWÎ D
¨#Å»©
Ó
Stellen we nu FÌ
¸
¹
aÌ

¹
¥+j
D5Þ
1
Þ
eYá
, dan is
Û<ß
°
¨,×©ØÌ
Ô
¹
aÌ
Û<ß
°
¨¿HP
Ái©

Ô
¹
aÌ
Û ß
°
¨
û
PJü
±

©

Ô
¹
aÌ
ªE«Sß
°
eCÎ D Þ
1
Þ
eYá
¨	
¹
©Ì*ªE«Sß
°
eCÎ D Þ
1
Þ
eYá
¨
Ô
¹
aÌ

¹
©Ì*ªM«ß
°
eCÎ D Þ
1
Þ
eCá
¨©

ªE«ß
°
eCÎ D
¨#Å»©
Ó
Wegens de onderstelling dat G þ²ì¨Ac»©ý(Ì* is ì
ß
°
¨
G
© een niet-lege, eindige deelverzameling van c . Omdat G þ
ì¨gc»©Ìﬂì¨ì
ß
°
¨
G
©'© , hebben we wegens propositie 4.3.3 dat ªE«
eCÎ
1
354
Þ
D3á
·
ÛÌŁÛ
1-354
Þ
D3á
·
ªE«
eWÎ D Þ
1
Þ
eYá
. Omdat
Û
1-354
Þ
D3á
een bijectie is wegens propositie 4.3.2, volgt hieruit dat Û<ß °
1
354
Þ
D3á
·
ªE«
eCÎ
1-354
Þ
D3á
·
Û Ì®ªE«
eCÎ D Þ
1
Þ
eCá
.
En dus is ªE« ß °
eWÎ D Þ
1
Þ
eYá
¨	©Ì=Û
ß
°
¨ªM«
ß
°
eCÎ
1-354
Þ
D¦á
¨;Û
1
354
Þ
D3á
¨	©c©'© . Uit +¥Nj D Þ 1 Þ eCá , G þÏì¨gc»©ÐÌJì¨	ì
ß
°
¨
G
©c© en
propositie 4.3.2 volgt dat Û
1
354
Þ
D3á
¨	©­¥=j21
354
Þ
D3á
. Dit betekent dat er altijd een meetbare cylinder Ö¶¥q}e
bestaat zo dat Û
ß
°
¨	,ú©

Û
ß
°
¨Ö×©

ªE«
ß
°
eWÎ D
¨ÅÈ© . Dit resultaat, propositie 4.3.1, propositie 4.3.5 en lemma 4.4
geven ons dat ]
?
inderdaad Û -invariant is.
De Û -invariantie van ]
?
volgt uit lemma 4.4.3 en propositie 4.3.5.
Wanneer de elementen van ¨;PñD Ä} O G Hqc»© een aantal gemeenschappelijke eigenschappen hebben,
kunnen we ons afvragen of er geen monotone uitbreiding van ] bestaat, die (eventueel) kleiner dan ]
?
is en
die de eigenschappen van haar voortbrengers ¨AP D Ä O G H?c© overneemt?
Een specifieke situatie, waarin deze vraagstelling voor ons belang heeft, doet zich voor wanneer we met
een possibilistisch systeem te maken hebben. Concreet betekent dit dat elke afbeelding P D ,  O G H?c een
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£ D Àj D © is. Vanzelfsprekend is elke possibiliteitsmaat P D ,  O G H?c volledig
bepaald door haar verdeling ÞCD .
Propositie 3.20 zegt dat ] een ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud is op het veld }e , die genormeerd is wanneer alle
possibiliteitsmaten ¨APD<Ä O G Hqc© dit zijn. Kiezen we nu ¨ﬀÀOý©!Ì+¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© en eisen we dat de gegeven
possibiliteitsmaten genormeerd zijn, dan is ]
?
de natuurlijke extensie van ] tot ﬃ ¨:£ e © (zie hiervoor de
bespreking in paragraaf 3.6). Stelling 4.5 garandeert dus dat de natuurlijke extensie ]
?
eveneens Û -invariant
is, wanneer ] dit is.
Wanneer ten minste e´e´n van de voorwaarden ¨	 ° ©®~¨Ù\© geldt, dan bestaan er wegens de possibilistische
Daniell-Kolmogorov-stelling (zie stelling 3.37) ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© -possibiliteitsmaten op ¨:£ e À ﬃ ¨:£ e ©'© die ] uitbrei-
den. De grootste possibiliteitsmaat onder deze uitbreidingen van ] is dan gegeven door k  ^ . In de volgende
paragraaf gaan we de Û -invariantie van k  ^ na voor een Û -invariante ¨ﬀÀOý© -maxitieve inhoud ] .
4.2.2. Voldoende voorwaarden voor de ã -invariantie van k	ä^ . We bepalen nu een aantal voorwaarden
die voldoende zijn voor het Û -invariant zijn van k  ^ op ¨£ e À ﬃ ¨£ e ©c© , wanneer ] geconstrueerd is met een
consistente familie van possibiliteitsmaten ¨;PñD=Äa O G Hqc© die hun waarden aannemen in een complete tralie
¨ﬀÀOý© . We onderstellen bijkomend dat ]åÛ -invariant is, of equivalent hiermee, dat de possibiliteitsmaten
¨APD=Ä
O
G
Hqc© aan voorwaarde ¨A<Ë8© voldoen.
Voorwaarde ¨;< Ë © zegt dat de ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat P
1
Þ
D3á
,  O
G
H¡c op ¨£ 1 Þ D3á Àj 1 Þ D3á © overeenstemt
met P D · Û D . Wegens propositie 4.3.2 is Û D een meetbaarheidbewarende transformatie van ¨£i1 Þ D3á Àj21 Þ D3á ©
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naar ¨£
D
Àj
D
© . De gelijkheid P
1
Þ
D3á
ÌP D
·
Û D betekent dus dat P
1
Þ
D3á
de via Û;ß °
D
getransformeerde ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op ¨£ 1 Þ D3á Àj 1 Þ D3á © is en dat PñD de via Û8D getransformeerde ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op
¨:£
D
Àj
D
© is. Met propositie 4.3.2 vinden we de volgende equivalentie:
P
1
Þ
D¦á
ÌPñD
·
Û8D8ÈæP
1
Þ
D3á
¨
û
B
ü
±SÝ
²

³
©ÌŁPD¨AÛ8D¨
û
B
ü
±Ý
²

³
©c© voor alle
B
¥}£
1
Þ
D¦á
ÈæP
1
Þ
D3á
¨
û
B
ü
±SÝ
²

³
©ÌŁP D ¨
û
Û D ¨
B
©ü
±

© voor alle
B
¥£
1
Þ
D3á
ÈÞ
1
Þ
D3á
¨
B
©ØÌTÞ D ¨;Û D ¨
B
©c© voor alle
B
¥}£
1
Þ
D¦á
ÈÞ
1
Þ
D3á
ÌTÞ D
·
Û D
Ó
In termen van de met de possibiliteitsmaten ¨AP D ÄW O G Hqc© geassocieerde verdelingen ¨5Þ D Ä1 O G H?c©
kunnen we dus voorwaarde ¨A<Ë8© als volgt herschrijven:
Þ
1
Þ
D¦á
ÌTÞCD
·
ÛdD met  O G H?c Ó ( <SË Ë )
Ten slotte zullen we ook de volgende notaties gebruiken. Voor elke b!¥dc stellen we de via ªM«
T~`;W¡Î `
getransfor-
meerde ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat van P
T~`;W
op ¨£=Àj© voor door P` . Dit betekent dus dat P`»ÌJP
»-¼

7
½

T`;W
. De
verdeling van P ` is gegeven door Þ ` ÌVÞ
T`;W
·
ªM«ß
°
T~`;W¡Î `
.
Uit voorwaarde ¨;<SË Ë © volgt dus:
Þ
1
Þ
`á
ÌVÞ
T
1
Þ
`áﬁW
·
ªM« ß
°
T
1
Þ
`á;W¡Î
1
Þ
`á
Ì¨5Þ
T~`;W
·
Û
T~`;W
©
·
ªM« ß
°
T
1
Þ
`á;W¡Î
1
Þ
`á
ÌTÞ
T~`;W
·
ªE«Sß
°
T~`;W¾Î `
ÌaÞ'`
Ó
Kortom: Þ
1
Þ
`á
ÌTÞ ` voor alle b!¥@c .
Omdat possibiliteitsmaten supremumbewarende afbeeldingen zijn kunnen we het gestelde probleem ver-
eenvoudigen door het volgende resultaat in overweging te nemen. Het bewijs ervan is triviaal en laten we
daarom achterwege.
LEMMA 4.6. Onderstel dat ¨	ﬀÀOý© een complete tralie is. Een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat k op een ruime ruimte
¨:£.Àj© is Å -invariant voor een jÕ®Qj -meetbare transformatie Å van £ als en alleen als de invariantie-
eigenschap voor alle atomen van j geldt, dit wil zeggen:
k×¨7Å
ß
°
¨
û
PJü
±
©'©Ìﬂkú¨
û
PCü
±
©ÀÒÑxP7¥£
Ó
We kunnen bijgevolg besluiten dat k  ^ een Û -invariante afbeelding is als en alleen als
k
 ^
¨AÛ
ß
°
¨¿HP
Ái©'©Ìﬂk
 ^
¨¿HP
Á\©ÀÒÑYP¥£
e
Ó (4.5)
Hiermee kunnen we een eerste voorwaarde bepalen die voldoende is voor het Û -invariant zijn van k  ^ .
Neem een element P uit £ e , dan
k
 ^
¨AÛ<ß
°
¨-¿.P
Ái©'©Ì
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá

^
¨
Í
©
Ì
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D'e
Þ
D
¨ªM«
eCÎ D
¨
Í
©'©
ý
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D'e
Þ
1
Þ
D3á
¨ªM«
eCÎ
1
Þ
D3á
¨
Í
©'© (4.6)
en gelet op de invariantie ¨A<Ë Ëç©
Ì
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D'e
ÞCD¨
Í
Ä
1
Þ
D3á
·
ìÄ D>©
Ì
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D'e
ÞCD¨c¨
Í
·
ì>©OÄ D?©
Ì
à'áJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D'e
ÞCD¨ªM«
eCÎ D
¨P>©c©
Ì*
^
¨PE©
Ó
In het geval dat ì bijectief is, geldt de gelijkheid in (4.6) onmiddellijk. Dit brengt ons tot het volgende resultaat.
STELLING 4.7. Onderstel dat ]åÛ -invariant is. Dan is k  ^ ¨AÛ
ß
°
¨¿HP
Ái©'©}ý³k
 ^
¨¿HP
Án© , ÑYP ¥F£
e
. Als ì
voldoet aan:
¨A<
°
©ì is bijectief,
dan is k  ^ een Û -invariante afbeelding.
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Laten we dit resultaat nader bekijken voor het geval waarin c een aftelbare verzameling is.
VOORBEELD 4.8. Stel cÌÓè . Laat ì de opvolgerstransformatie van è zijn. Dit betekent dus dat ì de
transformatie van è is zodat ì¨ Í ©Ì Í ÚV¯ voor alle Í ¥Cè . De met ì overeenkomende transformatie Û van
£jé is – analoog als in voorbeeld 4.2 – de linkse shift-operator op £jé . Omdat ì een bijectie is, zal wegens
stelling 4.7 k  ^ Û -invariant zijn wanneer ] dit is. Wanneer het codomein ¨	ﬀÀOý© van ] een complete keten
is of een direct product van complete ketens – ¨ﬀÀOý© is bijvoorbeeld het ree¨el eenheidsinterval ¨ û «CÀO¯ü5ÀOý© –
dan volgt uit de aftelbaarheid van cÌOè en stelling 3.32 dat k  ^ de grootste possibiliteitsmaat op ﬃ ¨:£jé© is
die ] uitbreidt.
>
Het aftelbaar zijn van de verzameling c garandeert voor een Û -invariante maxitieve inhoud ] evenwel
niet dat de ermee corresponderende possibiliteitsmaat k  ^ ook Û -invariant is. Zelfs niet wanneer k  ^ tevens
een uitbreiding van ] is, zoals het volgende tegenvoorbeeld duidelijk maakt.
VOORBEELD 4.9. Onderstel dat c Ì¯I . Kies ¨ﬀÀtý©úÌ¶¨ û «JÀt¯ü#Àtý© . Stel £ Ì¯I · . Laten we verder cß;Ì
¿n«CÀ
ÓtÓOÓ
ÀcÜuÁ voor elk natuurlijk getal Ü§¥I .
Voor een natuurlijk getal Õ¥I is ÞYe Ð de ¨	I · © e Ð ® û «JÀt¯ü -afbeelding die als volgt gedefinieerd is:
1. in een element P=¥Î¨	I · © e Ð , waarvoor er een natuurlijk getal ÜÎµK« is zo dat
P¨gêt©ØÌ¨Ü Àc«© voor alle êÈ¥ﬁI zo dat «¸ýqê»ýD7À (4.7)
is Þ'e Ð gegeven door:
Þ
e
Ð
¨P>©ØÌ¯®
¯
Ü
0 (4.8)
2. in een element P=¥<¨I · © e
Ð
, waarvoor er natuurlijke getallen Ü ,  en ¨ zijn zo dat Ü§µG« , «¸ýªD ,
«¸ª¨ý? ®© , en
P¨7êt©Ì
ëì
í
ìî
¨:Ü Àc«© voor alle ê ¥+I zo dat «­ý¡ê ýÎÀ
¨«JÀ~ê"®©,®G¯n© voor alle ê ¥+I zo dat ªCê ýÉÚ¨À
¨«JÀó¨×®K¯\© voor alle ê ¥+I zo dat ÉÚ=¨Ïªqê»ýD7À
(4.9)
is Þ e Ð gegeven door:
Þ'e
Ð
¨PE©ØÌ¨'¯®
¯
Ü
©
§
0 (4.10)
3. in een element P=¥Î¨	I · © e Ð , waarvoor er natuurlijke getallen  en ¨ zijn zo dat «¸ýz¨Ïý? en
P¨gêt©ØÌ®­
¨«JÀÉÚEêt© voor alle ê»¥ﬁI zo dat «×ýqê»ýs¨EÀ
¨«JÀÉÚ=¨J© voor alle ê»¥ﬁI zo dat ¨ ªqêÈý?7À
(4.11)
is Þ'e Ð gegeven door:
Þ
e
Ð
¨P>©!ÌÆ¯a0 (4.12)
4. in alle overige elementen P=¥Î¨	I · © e
Ð
is Þ e Ð gegeven door:
ÞYe
Ð
¨PE©ØÌd«
Ó (4.13)
Voor elk natuurlijk getal ¥ﬁI hebben we:
ÞYe
Ð
¨PE©ØÌ
àcáJâ
»-¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
ÞYe
Ð
¶
4
¨
B
©ÀÒÑYP¥;¨I
·
©
e
Ð
Ó (4.14)
Immers, neem een element P uit ¨	I · © e
Ð
. Er zijn nu vier mogelijkheden.
® Ofwel voldoet P aan (4.7). Dan bestaat er een natuurlijk getal Ü µ « zo dat P¨gêt©§Ì ¨:Ü Àf«S© voor alle
ê¥Î¿n«CÀ
ÓOÓtÓ
ÀX;Á en wegens (4.8) hebben we dat Þ e Ð ¨P>©!Ì¯® °
ß
. Laat
B
een element uit ¨	I · © e
Ð
¶
4
zijn zo
dat
B
¨7êt©ÌﬂP¨gêt© , ê¥Î¿n«CÀ ÓtÓOÓ ÀX;Á . Wanneer Þ e Ð ¶
4
¨
B
©Ðµe« , dan zijn er twee mogelijkheden voor
B
¨; Úd¯\© .
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Als
B
¨ATÚ.¯n© Ì ¨Ü Àc«© , dan voldoet
B
aan (4.7) en vinden we dat Þ e Ð ¶
4
¨
B
©!ÌÆ¯
®
°
ß
. Als
B
¨;TÚ.¯n© Ì ¨#«JÀc«© ,
dan voldoet
B
aan (4.9) en krijgen we opnieuw dat ÞYe Ð ¶
4
¨
B
©Ì ¯®
°
ß
. Als gevolg hiervan hebben we dat
ÞYe
Ð
¨PE©ØÌ¯®
¯
Ü
Ì 6d79
»§¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
Þ'e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
® Ofwel voldoet P aan (4.9). Laat P , zoals in (4.9), bepaald zijn aan de hand van de natuurlijke getallen Ü , 
en ¨ . Er zijn nu twee mogelijkheden. Ofwel is ,Ús¨7Ì . Laat
B
een element uit ¨	I · © e
Ð
¶
4
zijn zo dat
B
¨7êt©Ì*P¨gêt© , ê ¥Î¿n«JÀ ÓOÓtÓ ÀX<Á . Als Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©"µe« , dan zijn er slechts twee mogelijke keuzen voor
B
¨AÚ4¯n© .
Ofwel is
B
¨; ÚT¯n©ÐÌÉ¨«JÀó¨­®e¯n© en hebben we dat Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©"ÌÉ¨-¯®
°
ß
©
§
. Ofwel is
B
¨; ÚT¯n©!ÌÉ¨#«JÀó¨J© en
hebben we dat Þ e Ð ¶
4
¨
B
©ØÌ ¨'¯®
°
ß
©
§ ß °
. Als gevolg hiervan hebben we dat
Þ e
Ð
¨P>©"Ì ¨-¯®
¯
Ü
©
§
Ì 687:9
»-¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
Þ e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
Ofwel is ÚÀ¨ ª£ . Voor een element
B
uit ¨	I · © e Ð ¶
4
zo dat ÞYe Ð ¶
4
¨
B
©§µ« en
B
¨7êt©Ì P¨gêt© , ê~¥
¿\«JÀ
ÓtÓOÓ
ÀV<Á , hebben we dat
B
¨AÆÚÎ¯n©Ì¨«JÀó¨®=¯\© . Bijgevolg is Þ e Ð ¶
4
¨
B
©Ì¨-¯®
°
ß
©
§
. We vinden opnieuw
dat
ÞYe
Ð
¨P>©"Ì ¨-¯®
¯
Ü
©
§
Ì 687:9
»-¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
ÞYe
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
® Ofwel voldoet P aan (4.11). Laat, zoals in (4.11),  en ¨ de natuurlijke getallen zijn gebruikt voor het
definie¨ren van P . We hebben dan dat ÞYe Ð ¨PE©!Ì¯ . Er zijn twee mogelijkheden. Ofwel is ¨ Ìo . Voor een
element
B
uit ¨	I · © e
Ð
¶
4
zo dat Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©µT« en
B
¨7êt©"ÌP¨gêt© , êú¥;¿\«JÀ ÓtÓOÓ ÀV<Á , hebben we twee mogelijke
keuzen voor
B
¨A Úa¯\© , namelijk ¨«JÀV Ú+ÚV¯\© en ¨«CÀX Ú7© . In beide gevallen is ÞYe Ð ¶
4
¨
B
©ÌÉ¯ . Als
gevolg hiervan hebben we:
Þ
e
Ð
¨P>©ØÌ ¯»Ì 6d79
»§¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
Þ
e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
Ofwel is ¨ª . Voor een element
B
uit ¨I · © e
Ð
¶
4
zo dat ÞYe Ð ¶
4
¨
B
©µa« en
B
¨7êt©ÐÌQP¨gêt© , êú¥;¿\«JÀ ÓtÓOÓ ÀV<Á ,
hebben we dat
B
¨A Úa¯n© Ì¨«CÀÉÚ=¨J© . Bijgevolg is Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©ØÌ ¯ . We vinden opnieuw dat
Þ
e
Ð
¨P>©ØÌ ¯»Ì 6d79
»§¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
Þ
e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
® Ofwel voldoet P niet aan (4.7), (4.9) en (4.11). Als gevolg hiervan is ÞYe Ð ¨PE©Ì¶« . Een element
B
uit
¨	I
·
©
e
Ð
¶
4
zo dat
B
¨7êt©ÌÀP¨7êt© , ê×¥4¿\«JÀ ÓOÓOÓ ÀX<Á kan op zijn beurt niet voldoen aan (4.7), (4.9) en (4.9). Dit
zou immers impliceren dat P , als restrictie van
B
, zou moeten voldoen aan (4.7), (4.9) of (4.11), wat bij
onderstelling uitgesloten is. Dit brengt met zich mee dat Þ e Ð ¶
4
¨
B
©ÌT« . Bijgevolg is
ÞYe
Ð
¨P>©ØÌa«úÌ 6d79
»§¼
´Ð
¶
4
½
´Ð
Þ
Ã
á
æ
¹
Þ'e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó
Definie¨ren we nu voor elke niet-lege, eindige deelverzameling G van I een ¨I · © D ® û «CÀO¯Oü -afbeelding ÞYD
zo dat
ÞCD¨PE©ØÌ
à'áJâ
»§¼
´Ð
½

Þ
Ã
á
æ
¹
Þ'e
Ð
¨
B
©ÀÒÑxP7¥Î¨	I
·
©
D
À (4.15)
waarbij  Ì687:9 G , dan volgt uit (4.14) door inductie dat ¨5ÞCDFÄE O G H¼I © een consistente familie van
verdelingen is.
Laat ì de opvolgerstransformatie van I zijn. Dan is de met ì verbonden transformatie Û van ¨	I · © Õ de
linkse shift-operator op ¨I · © Õ (zie voorbeeld 4.2). Zoals voorheen is Û D ,  O G HI de ¨I · ©~1 Þ D3á ®a¨I · © D -
afbeelding zo dat Û4¨PE©ÌsP · ìÄ D , ÑxP7¥Î¨	I · ©X1 Þ D3á .
We hebben nu duidelijk dat
Þ
e
Ð
·
Û
e
Ð
ÌVÞ
1
Þ
e
Ð
á
ÀÒÑ¶¥ﬁI
Ó (4.16)
Neem immers een natuurlijk getal  . Dan is ì¨gc Î ©ÊÌ{¿¯%À ÓtÓOÓ ÀV{Ú ¯2Á . Voor een element Í uit ¨	I · ©X1 Þ e Ð á
hebben we wegens (4.15) dat:
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ì
à'áCâ
»-¼

Ð
¶
4
½
Ý
²

Ð
³
Þ
Ã
á
æ
Ë
Þ'e
Ð
¶
4
¨
B
©
Ó (4.17)
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Stel PÌÛ e Ð ¨ Í © . Dit wil zeggen: P is het element uit ¨	I · © e
Ð
waarvoor
P¨gêt©ØÌ
Í
¨7êØÚa¯n©ÀÒÑê¥Î¿n«CÀ
ÓOÓtÓ
ÀX<Á
Ó
Laten we eerst het geval behandelen waarin Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©.µ¶« . Wegens (4.17) is er steeds een element
B
¥
¨I
·
©
e
Ð
¶
4
zo dat
ÞYe
Ð
¶
4
¨
B
©yµG«W0
B
¨gêt© Ì
Í
¨7êt©À Ñê»¥Î¿S¯SÀ
ÓtÓOÓ
ÀX,Úa¯2Á
Ó
(4.18)
Er zijn nu drie mogelijkheden.
® Als
B
aan (4.7) voldoet, dan bestaat er een natuurlijk getal Ü µ¶« zo dat
B
¨7êt©7Ì ¨:Ü Àc«© voor alle êK¥
¿\«JÀ
ÓtÓOÓ
ÀV~ÚÏ¯2Á . Voor dit element hebben we dat Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©Ì¯J®
°
ß
. Met (4.18) vinden we dat Í ¨7êt© Ì¨:Ü Àc«© ,
ê0¥G¿S¯SÀ
ÓOÓtÓ
ÀX ÚF¯2Á . Een eventueel ander element ~¥d¨	I · © e
Ð
¶
4
met dezelfde eigenschappen als
B
moet
eveneens aan (4.7) en valt bijgevolg samen met
B
. Met (4.17) kunnen we hieruit besluiten dat
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ì ¯®
¯
Ü
ÌVÞ'e
Ð
¨PE©
Ó
De tweede gelijkheid volgt uit P¨7êt© Ì Í ¨gê"ÚF¯n©ÈÌ ¨:Ü Àc«© , ê ¥d¿n«CÀ ÓOÓtÓ ÀX<Á . Dit impliceert dat P aan (4.7)
voldoet, waardoor Þ'e Ð ¨PE©ØÌÆ¯® °
ß
.
® Ofwel voldoet
B
aan (4.9). Laat
B
, zoals in (4.9), gedefinieerd zijn aan de hand van de natuurlijke getallen
Ü ,  , en ¨ . We hebben in dit geval dat ÞYe Ð ¶
4
¨
B
©Ì ¨-¯»®
°
ß
©
§
. Er zijn dan twee mogelijkheden. Ofwel is
µe« . Voor Í betekent dit:
Í
¨7êt©Ì
ëì
í
ìî
¨Ü Àc«© voor alle êÈ¥I zo dat ¯ýCê ý=ÎÀ
¨#«JÀ~ê"®©,®G¯n© voor alle êÈ¥I zo dat ª¡ê ýïÚ=¨À
¨#«JÀó¨ú®G¯n© voor alle êÈ¥I zo dat ïÚ=¨Ïª¡êÈý? Úd¯ Ó
Uit de bovenstaande definitie van Í volgt dat
B
tevens het unieke element van ¨I · © e
Ð
¶
4
is dat Í uitbreidt tot
c
Î
ß
° en waarvoor Þ e Ð ¶
4
¨
B
©ÐµG« . Het element P is nu als volgt bepaald:
P¨7êt©ØÌ
Í
¨gêÚa¯n©Ì
ëì
í
ìî
¨:Ü Àc«© voor alle êÈ¥I zo dat «­ýqêÈý= ®G¯%À
¨«JÀ~ê"®e¨ ®K¯\©®K¯\© voor alle êÈ¥I zo dat  ®K¯ª¡êÈý,®G¯!Ú¨EÀ
¨«JÀó¨×®K¯\© voor alle êÈ¥I zo dat  ®K¯!Ú=¨ª¡êÈý? Ó
Dit betekent dat P aan (4.7) voldoet, waardoor ÞYe Ð ¨PE©ØÌ¨-¯® °
ß
©
§
. Met (4.17) kunnen we hieruit besluiten
dat:
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ì¨-¯®
¯
Ü
©
§
ÌTÞYe
Ð
¨P>©
Ó
Ofwel is  ÌT« . In dit geval is Í als volgt bepaald:
Í
¨gêt© Ì¼­
¨«JÀ~ê!®G¯n© voor alle êÈ¥ﬁI zo dat ¯ýqê»ýs¨x0
¨«JÀó¨×®K¯\© voor alle êÈ¥ﬁI zo dat ¨ª¡ê ýq,Úa¯ Ó
Hieruit volgt dat
P¨7êt©Ì
Í
¨gêÚa¯n©Ì¼­
¨«CÀêt© voor alle êÈ¥I zo dat «×ýqê ý¨­®G¯a0
¨«CÀ¨×®G¯n© voor alle êÈ¥I zo dat ¨ú®G¯ªCê ýD Ó
Dit wil zeggen dat P aan (4.11) voldoet, waardoor ÞYe Ð ¨P>©ØÌ¯ . Neem een natuurlijk getal ï×µe« . Dan stelt
B-ð
, bepaald door
B-ð
¨7êt©Ì
ëì
í
ìî
¨gïiÀf«S© voor êÌa«W0
¨«CÀê!®G¯n© voor alle ê»¥ﬁI zo dat ¯ýqê»ýs¨x0
¨«CÀ¨×®K¯\© voor alle ê»¥ﬁI zo dat ¨ªqêÈý? Úd¯SÀ
een element van ¨	I · © e
Ð
¶
4
voor dat aan (4.9) voldoet, en waarvoor
B-ð
¨gêt©úÌ
Í
¨gêt© , Ñê¥F¿S¯SÀ ÓtÓOÓ ÀXÚ ¯2Á .
Hiermee kunnen we besluiten dat
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ì
àcáJâ
»-¼

Ð
¶
4
½
Ý
²

Ð
³
Þ
Ã
á
æ
Ë
ÞYe
Ð
¶
4
¨
B
©Ì
àcáJâ
ð
?¬
ÞYe
Ð
¶
4
¨
B-ð
©Ì
à'áCâ
ð
?¬
¨-¯®
¯
ï
©
§
Ì ¯»ÌaÞYe
Ð
¨P>©
Ó
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® Ofwel voldoet
B
aan (4.11). Laat
B
, zoals in (4.11), gedefinieerd zijn aan de hand van de natuurlijke getallen
 en ¨¥.¿\«JÀ ÓtÓOÓ ÀV,Úd¯%Á . Omdat Þ e Ð ¶
4
¨
B
©ØÌÆ¯ , hebben we wegens (4.17) dat
Þ'e
Ý
²
´Ð
³
¨
Í
©Ì¯
Ó
Er zijn nu twee mogelijkheden. Ofwel is ¨µe« . Het element Í is dan als volgt bepaald:
Í
¨gêt©uÌ ­
¨#«JÀÉÚêt© voor alle ê ¥I zo dat ¯ý¡êÈýs¨x0
¨#«JÀÉÚ¨C© voor alle ê ¥I zo dat ¨ªqê»ýD+Úa¯ Ó
In dit geval is P gegeven door
P¨7êt©ØÌ
Í
¨gêÚa¯n©Ì ­
¨#«JÀïÚd¯!ÚEêt© voor alle ê»¥ﬁI zo dat «­ýqê»ýs¨×®K¯¦0
¨#«JÀïÚd¯!Ú=¨­®K¯\© voor alle ê»¥ﬁI zo dat ¨×®G¯ ª¡ê ýq Ó
Hieruit volgt dat P aan (4.11) voldoet, waardoor ÞYe Ð ¨P>©ØÌ¯ . Dit impliceert dat
Þ e
Ý
²
´Ð
³
¨
Í
©Ì¯ÌTÞ e
Ð
¨P>©
Ó
Ofwel is ¨0Ìa« . Het element Í is dan als volgt bepaald:
Í
¨gêt©Ì ¨#«JÀ7© voor alle êÈ¥I zo dat ¯ýCê ý?,Úa¯ Ó
Hieruit volgt dat
P¨7êt©Ì
Í
¨7êØÚd¯\©uÌ¨«CÀ7© voor alle êÈ¥I zo dat «¸ý¡êÈýD Ó
Hieruit volgt dat P aan (4.11) voldoet, waardoor ÞYe Ð ¨P>©ØÌ¯ . We vinden opnieuw dat
Þ'e
Ý
²

Ð
³
¨
Í
©Ì¯ÌTÞYe
Ð
¨P>©
Ó
Laten we nu het geval bekijken waarin Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
© ÌT« . Onderstel uit het ongerijmde dat Þ e Ð ¨P>©µG« . Dan
moet P aan (4.7), of aan (4.9) of aan (4.11) voldoen.
® Als P aan (4.7) voldoet, dan bestaat er een natuurlijk getal Ü§Ý  zo dat
P¨7êt©Ì¨:Ü Àf«S© voor alle êÈ¥I zo dat «¸ýCê ýq Ó
Laat dan
B
het element uit ¨I · © e Ð ¶
4
zijn zo dat
B
¨7êt©Ì¨:Ü Àc«© voor alle ê»¥ﬁI zo dat «¸ý¡êÈýD,Úd¯ Ó
Dan is
B
¨7êt©Ì
Í
¨7êt© ÌsP¨7ê®G¯n© voor alle êÈ¥§¿S¯SÀ ÓtÓOÓ ÀV+Úa¯2Á . Wegens (4.17) is
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©"ÝdÞ
e
Ð
¶
4
¨
B
©Ì¯®
¯
Ü
µK«CÀ
wat is in strijd is met de onderstelling dat Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ìa« .
® Als P aan (4.9) voldoet, dan zijn er natuurlijke getallen Ü ,  en ¨ zo dat ÜTÝ  , «§ýJ ª , «§ªr¨;ý
 ®© , en
P¨7êt©Ì
ëì
í
ìî
¨:Ü Àc«© voor alle ê ¥+I zo dat «­ý¡ê ýÎÀ
¨«JÀ~ê"®©,®G¯n© voor alle ê ¥+I zo dat ªCê ýÉÚ¨À
¨«JÀó¨×®K¯\© voor alle ê ¥+I zo dat ÉÚ=¨Ïªqê»ýD Ó
Laat dan
B
het element uit ¨I · © e
Ð
¶
4
zijn zo dat
B
¨7êt©Ì
­
¨:Ü Àf«S© voor êÌa«JÀ
Í
¨7êt©Ì*P¨7êÐ®G¯n© voor alle êÈ¥I zo dat ¯ýCê ý?,Úa¯ Ó
Dan voldoet
B
eveneens aan (4.9). Wegens (4.17) is
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©"ÝGÞ
e
Ð
¶
4
¨
B
©ØÌ ¨'¯®
¯
Ü
©
§
µe«JÀ
wat is in strijd is met de onderstelling dat Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ìa« .
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® Ofwel voldoet P aan (4.11). Dan bestaan er natuurlijke getallen  en ¨ zo dat
P¨gêt©ØÌ®­
¨«JÀÉÚEêt© voor alle ê»¥ﬁI zo dat «×ýqê»ýs¨EÀ
¨«JÀÉÚ=¨J© voor alle ê»¥ﬁI zo dat ¨ ªqêÈý? Ó
Laat
B
het element uit ¨I · © e
Ð
¶
4
zijn zo dat
B
¨gêt©Ì
Í
¨7êt© Ì*P¨gêÐ®G¯n© voor alle êÈ¥I zo dat ¯ýCê ýD+Úa¯%À
en waarbij
B
¨«© Ì ­
¨:Ü Àc«© waarbij ÜÎ¥+I4Í¿\«JÀO¯%Á als  Ìd«W0
¨«JÀ,®G¯n© als µe« Ó
In het geval dat  Ìa« voldoet
B
aan (4.9), waardoor Þ'e Ð ¶
4
¨
B
©ØÌ¨-¯®
°
ß
©
§ ß °
µK« . Als daarentegen µG« ,
dan voldoet
B
aan (4.11) en hebben we dat Þ e Ð ¶
4
¨
B
©Ì ¯ . Wegens (4.17) vinden we opnieuw dat
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©"ÝeÞ e
Ð
¶
4
¨
B
©"µG«CÀ
wat in strijd is met de onderstelling dat Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ìa« .
Hieruit kunnen we besluiten dat
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©Ìd«úÌTÞ'e
Ð
¨PE©
Ó
Uit (4.15) volgt nu dat
Þ
D
·
Û
D
ÌVÞ
1
Þ
D3á
À 
O
G
HI
Ó
Neem immers een verzameling G zo dat  O G HLI . Laat Ìr6879 G . Neem een element P uit ¨I · © 1 Þ D3á .
Omdat Ûke Ð een bijectie van ¨I · ©~1 Þ e Ð á naar ¨	I · © e Ð is, is er voor elk element
B
uit ¨	I · © e
Ð
een uniek ele-
ment Í ¥ ¨I · ©~1 Þ e
Ð
á
zo dat
B
ÌñÛ
e
Ð
¨
Í
© . We hebben voorts: ªE«
e
Ð
Î D
¨
B
©KÌòÛ
D
¨P>© als en alleen als
ªE«
1
Þ
e
Ð
áUÎ
1
Þ
D3á
¨
Í
©}Ì^P . Gebruikmakend van de consistentie van ¨#Þ 6 Ä O òâHIu© en (4.16) vinden we
hieruit dat:
ÞYD¨;ÛdD¨P>©'©!Ì
àcáJâ
»§¼
´Ð
½

Þ
Ã
á
æ
ç

Þ
¹
á
ÞYe
Ð
¨
B
©
Ì
àcáJâ
»§¼
Ý
²
´Ð
³
½
Ý
²

³
Þ
Ë
á
æ
¹
Þ'e
Ð
¨AÛae
Ð
¨
Í
©c©
Ì
àcáJâ
»§¼
Ý
²
´Ð
³
½
Ý
²

³
Þ
Ë
á
æ
¹
Þ
1
Þ
e
Ð
á
¨
Í
©
ÌTÞ
1
Þ
D3á
¨P>©
Ó
Bijgevolg voldoet ¨#Þ D Ä1 O G HÀIu© ook aan ¨A<Ë Ëç© , waardoor de ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý© -maxitieve inhoud ]ÂÛ -invariant
is.
Omdat cdÌﬂI aftelbaar is en omdat ¨ﬀÀOý©Ì¨ û «JÀt¯ü#Àtý© , is k  ^ wegens stelling 3.32 de grootste ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý
© -possibiliteitsmaat op ﬃ ¨'¨	I · © Õ © die ] uitbreidt. In tegenstelling tot ] is k  ^ niet Û -invariant. Laat immers
P het element uit ¨I · © Õ zijn zo dat P¨7êt©×Ì¨#«JÀêt© voor elke ê¥zI . Dan is de verdeling  ^ van k  ^ in het
element P gegeven door:

^
¨PE©ØÌ ±³²J´
u
DYÕ
Þ
D
¨ªM«
ÕYÎ D
¨P>©'©
Ì±³²J´
Î
>¬
Þ
e
Ð
¨ªE«
ÕYÎ e
Ð
¨P>©c©
Ì±³²J´
Î
>¬
¯»ÌÆ¯
Ó
Voor het evalueren van het supremum
k

^
¨AÛ
ß
°
¨-¿.P
Ái©'©Ì
à'áCâ
Ã
-ç
354
Þ
T
¹
Wá


^
¨
B
©
Ì
à'áCâ
Ã
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±³²´
Î
>¬
ÞYe
Ð
¨ªE«
ÕCÎ e
Ð
¨
B
©'©
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kunnen we ons beperken tot die elementen
B
uit Û
ß
°
¨¿HP
Á\© zo dat Þ e Ð ¨ªE«
ÕCÎ e
Ð
¨
B
©'©Ðµd« voor alle  Ý  . Dit
betekent dat
B
e´e´n van de elementen uit ¨
B
ß}ÄiÜ§¥ﬁI;Í¿n«Á\© moet zijn die als volgt gedefinieerd zijn. Voor het
natuurlijk getal ÜÎµK« is
B
ß het element uit ¨	I · © Õ zo dat
B
ßE¨7êt©ØÌ ­
¨:Ü Àf«S© als êÌa«
P¨gê®K¯\© als êÈ¥I4Í¿\«Á Ó
Dit impliceert onmiddellijk dat
B
ß ¥dÛ
ß
°
¨¿HP
Á\© , en

^
¨
B
ßJ©ØÌ ±³²J´
u
DYÕ
ÞYD¨ªM«
ÕYÎ D
¨
B
ßJ©'©
Ì±³²J´
Î
>¬
ÞYe
Ð
¨ªE«
ÕYÎ e
Ð
¨
B
ßJ©c©
Ì±³²J´
Î
>¬
¨'¯®
¯
Ü
©
Î
Ìd«
Ó
Hierdoor krijgen we dat
k
 ^
¨;Û<ß
°
¨¿HP
Án©c©ØÌ
àcáJâ
Ã
-ç
354
Þ
T
¹
Wá

^
¨
B
©
Ì
àcáJâ
ßfÕQ´T ¬ W

^
¨
B
ßJ©
Ì
àcáJâ
ßfÕQ´T
¬
W
«úÌa«
ªF¯Ì*
^
¨P>©
Ó
Hiermee hebben we aangetoond dat k  ^ niet Û -invariant is.
De natuurlijke extensie van de genormeerde ¨ û «JÀt¯ü#Àtý© -maxitieve inhoud ] op het veld } Õ komt op
ﬃ
¨'¨I
·
©
Õ
© overeen met ]
?
(zie de bespreking in paragrafen 3.6 en 4.2.1). In tegenstelling tot k  ^ is ]
?
wegens stelling 4.5 wel Û -invariant.
>
In de volgende stelling tonen we de Û -invariantie aan van k  ^ , wanneer ]óÛ -invariant is en geconstrueerd
is met een consistente familie ¨5Þ D Ä3 O G H?c© van eindige _ -producten. Volgens definitie 3.17 betekent dit
dat er een t-norm _ op de complete tralie ¨	ﬀÀtý© bestaat zo dat voor elke  O G Hqc :
Þ
D
¨P>©!ÌŁ_
`U¦D
Þ
`
¨P¨Ab'©'©À ÑYP7¥}£
D
Ó
STELLING 4.10. Onderstel dat ten minste e´e´n van de volgende voorwaarden geldt.
¨A<·\©Î¨ﬀÀtý© is compleet distributief en de consistente familie ¨#ÞYD,Äu O G H¡c© bestaat uit eindige _ Ñ -
producten.
¨;<¹

© de consistente familie ¨5ÞCDFÄZ O G Hqc© bestaat uit eindige _ -producten, waarbij _ een b -norm op
¨ﬀÀtý© is, die compleet distributief is over àcáJâ in ¨ﬀÀOý© ; cKÍuì¨gc»© is eindig en de possibiliteitsmaten
P
D ,  O
G
H?c zijn genormeerd.
¨A<
¹|ô
© de consistente familie ¨5Þ D ÄZ O G Hqc© bestaat uit eindige _ -producten, waarbij _ een b -norm op
¨ﬀÀtý© is; P ` is modaal voor elke b"¥@c4Íì¨gc»© .
Als ]âÛ -invariant is, dan is k  ^ ook Û -invariant.
BEWIJS. Onderstel dat voorwaarde ¨A< · © geldt. Neem een element P uit £ . Wegens propositie 4.3.6 hebben
we dat
Û
ß
°
¨¿HP
Án©!Ìâ
`U-e
ªE« ß
°
eCÎ
1
Þ
`á
¨¿HP¨gb'©Án©
Ó
We kunnen Û
ß
°
¨¿HP
Á\© bijgevolg voorstellen als het cartesiaans product Û
ß
°
¨¿.PÁ\©Ì\¤
`U-e
Ü
` waarbij
Ü`Ì¼­
£ als b"¥2c~Íì¨gc»©¡0
¿HP¨ì
ß
°
¨Ab'©'©ﬂÁ als b"¥ì¨gcÈ© Ó
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Omdat ¨ﬀÀtý© compleet distributief is en ¨5Þ D Ä O G H?c© uit eindige _Ñ -producten bestaat, weten we wegens
lemma 3.33 dat k  ^ en ]
?
overeenkomen op de deelverzamelingen van £ e die cartesiaanse producten zijn
en dus zeker op Û
ß
°
¨¿HP
Án© en ¿.P
Á . Uit stelling 4.5 volgt nu verder dat:
k
 ^
¨AÛ ß
°
¨¿HP
Ái©'©ØÌ]
?
¨AÛ ß
°
¨-¿.P
Ái©'©ÌŁ]
?
¨¿HP
Á\©Ìﬂk
 ^
¨-¿.P
Ái©
Ó
Met lemma 4.6 krijgen we de Û -invariantie van k  ^ .
Onderstel nu dat de consistente familie ¨5Þ D Ä O G H?c© uit eindige _ -producten bestaat waarbij _ een
t-norm op ¨	ﬀÀtý© is. Als caÍ)ì¨Ac»©úÌ¯ , dan volgt uit stelling 4.7 dat k  ^ Û -invariant is. Onderstel nu dat
c§Í4ì¨gc»©ý(ÌQ . Neem een element P7¥}£ e . Wegens de consistentie van ¨#ÞYD=Äa O G Hqc© en het niet leeg zijn
van de verzamelingen ì¨Ac»© en c=ÍÖì¨Ac»© kunnen we voor elk element Í ¥Û
ß
°
¨¿.PÁ\© de limiet van het dalende
net ¨5ÞCD¨ªM«
eCÎ D
¨
Í
©'©Ä O
G
H?c© als volgt herschrijven:
±³²J´
u
D'e
ÞCD¨ªE«
eCÎ D
¨
Í
©c©Ì ±ç²´
u
D
4
eQ
1
Þ
eYáUÎ
u
D v 
1
Þ
eCá
ÞYD
4 ¿
D v ¨ªM«
eCÎ D
4X¿
Dfv
¨
Í
©'©
Ó
Hiermee vinden we dat
k
 ^
¨AÛ ß
°
¨¿HP
Ái©'©Ì
àcáJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±³²J´
u
D'e
ÞCD¨ªE«
eCÎ D
¨
Í
©c©
Ì
àcáJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D
4
eQ
1
Þ
eYáUÎ
u
Dv´
1
Þ
eYá
Þ D
4¿
Dfv ¨ªE«
eWÎ D
4 ¿
D v
¨
Í
©'©
Ì
àcáJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D
4
eQ
1
Þ
eYá
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omdat uit de Û -invariantie van ] volgt dat ¨5ÞCD;Ä O G H?c© aan ¨;<SË Ë © voldoet en omdat uit propositie 4.3.3
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v
¨ªE«
eWÎ
1
Þ
D
v
á
¨
Í
©'©!ÌzªE«
eWÎ D
v
¨PE© , Ñ
Í
¥Û
ß
°
¨-¿.PÁ\©
Ý
àcáJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
±ç²´
u
D
4
eQ
1
Þ
eYá
_ ¨5Þ
D
4
¨ªE«
eCÎ D
4
¨
Í
©c©À

^
¨P>©c©
Ý
àcáJâ
Ë
-ç
354
Þ
T
¹
Wá
_Ï¨ ±³²´
Á
D
4
eQ
1
Þ
eYá
Þ
D
4
¨ªE«
eCÎ D
4
¨
Í
©c©À
^
¨P>©c©À
wegens het stijgend zijn van _ .
Laten we nu het geval bekijken waarin voorwaarde ¨A< ¹ 2© geldt. Dan is c4Íñì¨Ac»© een eindige verzameling.
Uit de complete distributiviteit van _ over à'áCâ in ¨	ﬀÀOý© , de genormeerdheid van P
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Wegens stelling 4.7 hebben we dat k  ^ ¨;Û
ß
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¨¿HP
Án©c©ØÌs
^
¨P>© voor alle P7¥}£ e . Uit lemma 4.6 volgt dan dat
k
 ^
Û -invariant is.
Laten we ten slotte het geval bekijken waarin voorwaarde ¨;<¹|ôf© geldt. Omdat de possibiliteitsmaten P` ,
b"¥2c4Íì¨gcÈ© modaal zijn, bestaat er voor elke x¥dc;Íì¨gcÈ© een element
B

¥£ zo dat Þ  ¨
B

©Ì¯
 . Laat nu
B
het element uit £ e zijn zo dat
­
B
¨ì¨Ab'©'©ØÌ*P¨Ab'© ÑbØ¥@c@0
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Ó
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Wegens stelling 4.7 hebben we weer dat k  ^ ¨AÛ
ß
°
¨¿HP
Ái©'©»Ì[
^
¨P>© voor alle PK¥;£ e . Uit lemma 4.6 volgt
opnieuw dat k  ^ Û -invariant is.
Laten we nu de Û -invariantie nagaan van k  ^ wanneer ]õÛ -invariant is en geconstrueerd is met een
consistente familie van uitwendig reguliere possibiliteitsmaten.
STELLING 4.11. Onderstel dat ten minste e´e´n van de volgende voorwaarden geldt.
¨;< Û 2©Î¨ﬀÀtý© is een direct product van complete ketens;  is een compacte topologie op £ zo dat alle P D ,
 O
G
Hqc uitwendig regulier zijn met betrekking tot de producttopologie  D op £ D .
¨A< Û´ô ©Î¨ﬀÀtý© is een direct product van complete ketens; het ruim veld j is eindig.
Als ]âÛ -invariant is, dan is k  ^ ook Û -invariant.
BEWIJS. Laten we er eerst vanuit gaan dat voorwaarde ¨;< Û  © geldt. Voor een element P uit £ e hebben we
wegens propositie 4.3.6 dat de verzameling Û
ß
°
¨-¿.PÁn©ÎÌ
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ªE«ß
°
eCÎ
1
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¨¿HP¨gb'©Á\© te schrijven valt als het
cartesiaans product Û
ß
°
¨¿HP
Á\©Ì\¤`U-e°Ü` waarbij
Ü`Ì
­
£ als b"¥2c~Íì¨gc»©¡0
¿HP¨ì
ß
°
¨Ab'©'©ﬂÁ als b"¥ì¨gcÈ©À
dat wegens de stelling van Tychonov [Wil70] compact is voor de producttopologie e op £ e .
Wegens stelling 3.30 is k  ^ een possibiliteitsmaat op ¨:£ e À ﬃ ¨:£ e ©'© die ] uitbreidt en die regulier is met
betrekking tot de producttopologie  e op £ e . Gebruikmakend van lemma’s 3.29 en 3.33 en stelling 4.5 vinden
we:
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Omdat de voorgaande gelijkheid voor alle P=¥}£ e geldt, vinden we met lemma 4.6 dat k  ^ Û -invariant is.
Het overige deel van de stelling volgt uit het feit dat ¨A< Û´ô © een bijzonder geval van ¨;< Û 2© is.
4.3. Strikt stationaire possibilistische processen
We voeren nu het strikt stationair zijn in van een possibilistisch proces op dezelfde manier als voor een
stochastisch proces [Doo67].
DEFINITIE 4.12. Een discreet possibilistisch proces ¨UR`"Äfb!¥@c»© in een ruime ruimte ¨£=Àj© met indexverza-
meling c ÌI of c Ìáè wordt een strikt stationair possibilistisch proces in ¨£=Àj© genoemd als voor elke
niet-lege eindige deelverzameling G Ì¿b ° À ÓtÓOÓ ÀXb-ß>Á van c (waarbij Ü;¥NI4Í»¿n«JÁ ) en voor elk element x uit c
zo dat b
å
Ú2x¥2c voor alle ê¥Î¿S¯%À ÓOÓtÓ ÀcÜuÁ , de veranderlijken ¨R` î Ä\êØ¥§¿S¯SÀ ÓOÓtÓ À'ÜuÁi© en ¨	Rf` î ß  Ä\êØ¥§¿S¯SÀ ÓtÓOÓ ÀcÜuÁ\©
dezelfde gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie hebben.
De notie van strikt stationair possibilistisch proces kunnen we ook als volgt formuleren: ¨	R ` Äb"¥2c»© is
een strikt stationair possibilistisch proces in een ruime ruimte ¨£=Àj© als ¨   ÄÁ O G H¡c»© voldoet aan de
voorwaarde

Ý
²

³
Ìs

·
Û8D met  O G HqcÊÀ
waarbij

ìu2c*yóc de opvolgerstransformatie van c is, dit wil zeggen: ì¨Ab'©ØÌDbÚa¯ , ÑbØ¥@c ;

ÛÀ2J£
e
yÕ£
e
zo dat Û4¨P>©ØÌ*P · ì , ÑYP¥£ e , de linkse shift-operator op £ e is (zie ook voorbeeld 4.2);

Û
D de £i1 Þ D3á ®§£ D -afbeelding is zo dat Û D ¨P>©"ÌzP · ìÄ D , ÑxP¥}£r1 Þ D¦á .
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Discrete possibilistische systemen waarvoor de beschikbare informatie bestaat uit een consistente familie
van tijdsinvariante possibiliteitsmaten ¨	k D Ä O G H?c© of – equivalent hiermee – tijdsinvariante verdelingen
¨ D Ä¦
O
G
H?c© kunnen voorgesteld worden door een possibilistisch proces ¨R ` Äfb!¥dc»© . Het gedrag van de
veranderlijken kunnen we laten bepalen door een tijdsinvariante possibiliteitsmaat op hun basisruimte. Voor
caÌŁè zijn er geen verdere voorwaarden nodig.
STELLING 4.13. Onderstel dat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is. Laat ¨:£.Àj© een ruime
ruimte zijn. Stel ì is de opvolgerstransformatie van è en laat Û de met ì geassocieerde linkse shift-operator
op £(é zijn. Onderstel dat ¨YDÄ O G Höè© een consistente familie van verdelingen is zo dat voor alle
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À
of equivalent hiermee,
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Ó
Dan is de ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k
é
op ¨:£(é?À ﬃ ¨£jé©c© , waarvan de verdeling 
é
gegeven is door

é
¨P>©!Ì ±ç²´
u
D'
é
 D ¨PuÄ D ©À ÑYP¥£
é
À
Û -invariant. Kiezen we voor R Ë , Í ¥@è de projectie-operator die P7¥£jé afbeeldt op P¨ Í © , dan is ¨	R Ë Ä Í ¥è©
een strikt stationair possibilistisch proces in ¨:£=Àj© , waarvoor we ¨:£ é Àj é Àk
é
Ä
±#÷
© als basisruimte kunnen
nemen, zo dat   ÌsxD voor alle  O G HDè .
BEWIJS. Dit volgt onmiddellijk uit stellingen 3.32 en 4.7.
In het geval dat c ÌØI zijn de bijkomende voorwaarden uit stellingen 4.10 en 4.11 voldoende om een
tijdsinvariante possibiliteitsmaat te hebben waarvan we het gedrag van de veranderlijken ¨R`"Äb"¥dc»© afhanke-
lijk kunnen maken.
STELLING 4.14. Onderstel dat ¨ﬀÀOý© een direct product van complete ketens is. Laat ¨:£.Àj© een ruime
ruimte zijn. Stel ì is de opvolgerstransformatie van I en laat Û de met ì geassocieerde linkse shift-operator
op £ Õ zijn. Onderstel dat ¨ D ÄÖ O G HØI © een consistente familie van verdelingen is zo dat voor alle
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Laat k Õ de ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£ Õ À ﬃ ¨£ Õ ©'© zijn waarvan de verdeling  Õ gegeven is door
Õ¨P>©!Ì ±ç²´
u
D'YÕ
YD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Õ
Ó
Kiezen we voor Riß , Ü~¥¬I de projectie-operator die P<¥§£ Õ afbeeldt op P¨:Ü© , dan is ¨	RißÄ\ÜÎ¥+I © een strikt
stationair possibilistisch proces in ¨:£=Àj© , waarvoor we ¨:£ Õ Àj Õ Àk Õ Ä
±#ø
© als basisruimte kunnen nemen, zo
dat    Ìs D voor alle  O G H=I . Als ten minste e´e´n van de volgende voorwaarden geldt
¨A<·\©Î¨YD§Ä
O
G
HzI © bestaat uit eindige _ Ñ -producten;
¨;<¹

©Î¨YD~Ä1
O
G
HI © bestaat uit eindige _ -producten, waarbij _ een b -norm op ¨	ﬀÀtý© is, die compleet
distributief is over à'áCâ in ¨ﬀÀtý© ; de met ¨YD<Ä O G HzI © corresponderende possibiliteitsmaten zijn
genormeerd;
¨A<¹|ôﬂ©Î¨YD Äu
O
G
HI © bestaat uit eindige _ -producten, waarbij _ een b -norm op ¨ﬀÀOý© is; de met
¨
ß
Ä\ÜÎ¥ﬁI© corresponderende possibiliteitsmaten zijn modaal;
¨;<
Û
2©Ð is een compacte topologie op £ zo dat de door  D bepaalde possibiliteitsmaat k D ,  O G H¡c
uitwendig regulier is met betrekking tot de producttopologie  D op £ D ;
¨A<
Û´ô
©~j is eindig;
dan is kÕaÛ -invariant.
BEWIJS. Dit volgt onmiddellijk uit stellingen 3.32, 4.10 en 4.11.
4.3. STRIKT STATIONAIRE POSSIBILISTISCHE PROCESSEN 126
Wanneer geen van de voorwaarden ¨;< · © , ¨;< ¹ %© , ¨;< ¹Vô © , ¨A< Û 2© , ¨A< Û|ô © geldt, hoeft k Õ niet tijdsinvariant te zijn
(zie voorbeeld 4.9).
Discrete possibilistische systemen, waarvoor transitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten gegeven zijn,
kunnen voorgesteld worden door possibilistische processen die aan een possibilistisch analogon van de Markov-
voorwaarde voldoen. Deze possibilistische Markov-processen zijn strikt stationair wanneer de transitiepossi-
biliteiten en initie¨le possibiliteiten stationair zijn. Aan de veranderlijken van deze processen kunnen we altijd
een basisruimte met een tijdsinvariante possibiliteitsmaat geven. We stellen de behandeling hiervan uit tot het
volgende hoofdstuk.
HOOFDSTUK 5
Possibilistische Markov-processen
One morning about daybreak I found a canoe and crossed over a chute to the main shore—it was only two
hundred yards—and paddled about a mile up a crick amongst the cypress woods, to see if I couldn’t get
some berries. Just as I was passing a place where a kind of a cowpath crossed the crick, here comes a
couple of men tearing up the path as tight as they could foot it.
— Mark Twain (The Adventures of Huckleberry Finn)
5.1. Inleiding
5.1.1. Overzicht. Om possibilistische Markov-processen te definie¨ren bespreken we in paragraaf 5.2 een
definitie van ‘voorwaardelijke possibiliteit’ uit de ordinale possibiliteitstheorie.
Hiermee formuleren we in paragraaf 5.3 een possibilistisch analogon van de Markov-voorwaarde. Deze
voorwaarde stelt dat, wanneer de waarden van een eindig stel possibilistische veranderlijken gegeven zijn,
de possibiliteit, waarmee een volgende possibilistische veranderlijke een bepaalde waarde aanneemt, alleen
afhankelijk is van de waarde die de onmiddellijke voorganger uit het gegeven stel aanneemt. Possibilistische
processen waarvan de veranderlijken deze eigenschap hebben zullen we possibilistische Markov-processen
noemen. Possibilistische Markov-processen hebben een aantal speciale eigenschappen. Onder meer voldoen
ze aan een possibilistisch analogon van de Chapman-Kolmogorov-vergelijking. Afsluitend bepalen we een
aantal alternatieve definities voor de possibilistische Markov-voorwaarde waarmee we vertrokken zijn.
We bekijken in paragraaf 5.4 discrete possibilistische systemen waarvoor de beschikbare informatie bestaat
uit transitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten. We tonen in paragraaf 5.4.1 aan dat zo’n discreet possi-
bilistisch systeem (met I als tijdsverzameling) kan voorgesteld worden door een familie van veranderlijken
¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥ﬁI © die aan de possibilistische Markov-voorwaarde voldoet.
In paragraaf 5.4.2 gaat onze aandacht naar discrete possibilistische systemen waarvoor de gegeven tran-
sitiepossibiliteiten stationair zijn. Concreet bedoelen we hiermee dat zowel de toestandsruimte als de tran-
sitiepossibiliteiten van het discreet possibilistisch systeem niet wijzigen in de tijd. Wanneer de initie¨le pos-
sibiliteiten ook stationair zijn – dit wil zeggen dat ze eveneens de possibiliteiten zijn waarmee het discreet
possibilistisch systeem de corresponderende toestanden aanneemt op elk ander tijdstip na het vertrek – dan is
¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥ﬁI © een strikt stationair possibilistisch proces.
5.1.2. Afspraken over de notatie. We nemen de notaties uit paragraaf 3.1.2 over. Met ¨UR ` Äb"¥@c»© zullen
we een familie van possibilistische veranderlijken aanduiden die hun waarden aannemen in de ruime ruimten
¨'¨£a`Àj{`-©Äfb"¥2cÈ© . Hiervoor zijn de volgende identificaties mogelijk.
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® Voor elk element b uit c kunnen we ¨£
T`;W
Àj
T~`;W
© identificeren met ¨:£a`ﬂÀj{`'© , en de possibilistische veran-
derlijke R
T`;W
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T~`;W
Àj
T~`;W
© met de possibilistische veranderlijke R` in ¨£k`Àj{`-© . Tussen de possibiliteits-
verdelingsfuncties van deze veranderlijken hebben we het volgende verband:
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® Laat G een niet-lege deelverzameling van c zijn en laat b7¥scVÍ G . Dan kunnen we de ruime ruimten
¨£
`
¤}£
D
Àj
`
¤~j
D
© en ¨:£ D ¤£ ` Àj D ¤Ðj ` © met ¨£
D
¿
T~`;W
Àj
D
¿
T~`;W
© identificeren, en de possibilistische
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veranderlijken ¨	R ` ÀR D © en ¨	R D ÀóR ` © in ¨:£ ` ¤­£ D Àj ` ¤ej D © en ¨£ D ¤×£ ` Àj D ¤Aj ` © met de possibilistische
veranderlijke R
D
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T~`;W
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© . Tussen de possibiliteitsverdelingsfuncties van deze veranderlij-
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® Laat G een niet-lege, eindige deelverzameling van c zijn die gegeven is door G Ì ¿fx ° À ÓOÓtÓ ÀVxnß>Á (met
Ü¥*IaÍú¿\«Át© . Dan kunnen we ¨¾¤ ß
å³æ
°
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À¦¤
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î
© met ¨:£ÝD
ÀjÐD?© identificeren, en de possibilistische
veranderlijke ¨	R 
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ÓOÓOÓ
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 ÏJ© in ¨¡¤ ß
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°
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ß
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© met de veranderlijke RD in ¨:£ÝDÀjÐDE© . Tussen de
possibiliteitsverdelingsfuncties van deze veranderlijken hebben we het volgende verband:
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Met I bedoelen we verder Iz;~¿2Ú<ŁGÁ , dit wil zeggen: de uitbreiding van de verzameling van alle na-
tuurlijke getallen door toevoeging van een grootste element Ú<Ł . We gebruiken ten slotte ook de volgende
notaties:

c ß ÌF¿\«JÀ
ÓOÓOÓ
ÀcÜuÁ voor elk natuurlijk getal Ü ;

c ßSÎ  ÌÆ¿nÜ À
ÓOÓtÓ
À§Á voor elk koppel ¨:Ü À© natuurlijke getallen zo dat ÜÎý .
5.2. Voorwaardelijke possibiliteit
We stellen in deze paragraaf een definitie van ‘voorwaardelijke possibiliteit’ uit de ordinale possibiliteits-
theorie voor, die we in paragraaf 5.3 zullen gebruiken voor het invoeren van possibilistische Markov-processen.
We formuleren deze notie voor possibilistische veranderlijken. Om onze werkdefinitie van voorwaardelijke
possibiliteit in te voeren bespreken we eerst de volgende notie voor het bijna overal gelijk zijn van afbeeldin-
gen [Coo93b, Coo97b].
Onderstel dat k een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op een ruime ruimte ¨£=Àj© is met verdeling  . Laat _ een
t-norm op de complete tralie ¨	ﬀÀtý© zijn. We zeggen dat twee j+® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare £{®¬ﬀ -afbeeldingen ìE° en
ì
· bijna overal ¨kÊÀV_×© -gelijk zijn en noteren dit door ìE°
²[ú
½ û
³
ÌÊì
· als
_ ¨¨P>©Àì
°
¨P>©c©ØÌŁ_Ï¨¨PE©ÀóìC· ¨PE©'©À ÑYP¥£
Ó (5.1)
De relatie
² ú
½ û
³
Ì heeft klaarblijkelijk de volgende eigenschappen [Coo93b, Coo97b]:
®
² ú
½ û
³
Ì is een equivalentierelatie op de klasse van alle j+® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare £{®©ﬀ -afbeeldingen;
® ì
°
² ú
½ û
³
ÌÊì?· is een zwakkere voorwaarde dan het bijna overal gelijk zijn voor k van ì ° en ì?· , dit wil zeggen
k×¨¿HP§Ä/P7¥£ en ì ° ¨PE©)(Ìﬂì?·%¨P>©Á\©Ìa« 
en we noteren dit door ì °
² ú
³
ÌQì?· ;
® de equivalentierelatie
²[ú
½ û
³
Ì komt overeen met
²[ú
³
Ì voor alle possibiliteitsmaten k als en alleen als _ aan de
schrappingswet voldoet (zie definitie 1.15).
VOORBEELD 5.1. Eisen we van een t-norm _ op het ree¨el eenheidsinterval ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© dat hij voldoet aan de
schrappingswet, dan moeten alle partie¨le afbeeldingen _¨çÀPE© , P7¥ü «CÀO¯Oü van _ strikt stijgend zijn. Een t-norm
_ die hieraan voldoet hebben we in onze uiteenzetting over t-normen in paragraaf 1.3.3 strikt stijgend genoemd
(zie definitie 1.15 in paragraaf 1.3.3 en de hierna volgende bespreking).
Voor het zwak inverteerbaar zijn van een t-norm _ op het ree¨el eenheidsinterval ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© is het voldoende
dat _ continu is. Een continue t-norm _ op ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý© is zowel compleet distributief over à'áJâ als ±³²J´ in
¨
û
«JÀt¯ü5ÀOý© .
Voor de minimumoperator _Ñ , het algebraı¨sch product _
t
en de Łukasiewicz t-norm _S op ¨ û «JÀt¯üHÀOý©
hebben we in voorbeelden 1.16, 1.23 en 1.25 de volgende kenmerken aangegeven.
® De minimumoperator _ Ñ en de Łukasiewicz t-norm _  zijn continue en bijgevolg zwak inverteerbare t-
normen op ¨ û «JÀt¯üHÀOý© , maar zijn niet strikt stijgend.
® Het algebraı¨sch product _
t
is een strikte t-norm op ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© . Dit betekent dat _
t
continu en strikt stijgend
is. Vanzelfsprekend is _
t
zwak inverteerbaar.
>
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De voorwaardelijke possibiliteit van possibilistische veranderlijken kan ingevoerd worden met een t-norm-
vergelijking [Coo93b, Coo97b]. Laat _ een zwak inverteerbare t-norm op een complete tralie ¨ﬀÀOý© zijn die
compleet distributief is over à'áJâ in ¨	ﬀÀOý© . Stel voorts dat RS° en R · twee possibilistische veranderlijken in
de ruime ruimten ¨£Ï°\Àj}°t© en ¨:£ · Àj · © zijn die een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀj  Àk  © als basisruimte
hebben.
Dan bestaat er voor elk element Å ° uit j ° een jÏ·!® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare £0·®ﬁﬀ -afbeelding ì die voldoet aan
de vergelijking
_ ¨ v ¨P>·n©Àì¨P?·\©'©Ìﬂk<Þ

4
Î  v á
¨Å ° ¤
û
P?·Oü ±
v ©
waarbij P>·¥}£¸· Ó (5.2)
Het bestaan van oplossingen van vergelijking (5.2) wordt gegarandeerd door het zwak inverteerbaar zijn van
_ .
De oplossingen, die we dan vinden voor (5.2), zijn evenwel maar uniek op een bijna overal ¨k9 v ÀX_ú© -
gelijkheid na. Een element uit de equivalentieklasse van de oplossingen van (5.2) zullen we voorstellen door
k

4ü
~v
¨#Å ° Ä  © .
Voor elk element P>· van £¸· is k

4ü
~v
¨Å ° Ä/P>·n© dus de voorwaardelijke possibiliteit dat R ° een waarde in
Å ° aanneemt als gegeven is dat Ri· een waarde in û P>·ü ±
v
aanneemt.
Als voor Å ° een atoom û P ° ü ±
4
, P ° ¥V£ ° van j ° genomen wordt, dan noteren we de voorwaardelijke
possibiliteit k

4 ü
 v
¨
û
P°ü$±
4
Ä:P · © door 

4 ü
 v
¨PE°Ä:P · © . De waarde 

4 ü
 v
¨PE°Ä/P · © duidt dus de voorwaardelijke
possibiliteit aan dat veranderlijke R%° een waarde in û PE°ü$±
4
, PE°È¥£Ï° aanneemt als gegeven is dat R · een waarde
in û P · ü$± v , P · ¥£ · aanneemt.
Omdat de voorwaardelijke possibiliteiten slechts tot op een bijna overal gelijkheid na uniek bepaald zijn,
is het bijgevolg slechts zinvol om de gelijkheid van deze waarden als een bijna overal gelijkheid uit te drukken.
Met residu’s kunnen de volgende uitdrukkingen voor de voorwaardelijke possibiliteiten afgeleid worden
[Coo97c]. Neem een element Å ° uit j ° en een element P ° uit £ ° , dan is
k

4
ü

v
¨Å °Ä  ©
² ú
Ç
v
½ û
³
Ì k<Þ

4
Î 
v
á
¨#ÅÈ°)¤
û
 üi±
v
©
>ý

v
¨ © (5.3)
en


4
ü

v
¨P°Ä  ©
² ú
Ç
v
½ û
³
Ì Þ

4
Î 
v
á
¨PE°2ÀÁ ©
>ý

~v
¨~ ©
Ó (5.4)
Wegens propositie 1.22 zijn k@Þ

4
Î 
v
á
¨ÅÈ°<¤
û
P
·
ü$±
v
©
>ý

v
¨P
·
© , P · ¥£ · en Þ

4
Î 
v
á
¨PE°2ÀP
·
©
>ý

~v
¨P
·
© ,
P?·¥K£0· de grootste (de minst specifieke of de meest conservatieve) oplossingen van de overeenkomstige t-
norm-vergelijkingen. Wanneer er meerdere oplossingen zijn worden zij vaak voorgesteld als waarden voor de
voorwaardelijke possibiliteiten k

4ü
~v
¨Å
°
Ä/P?·\© , P?· ¥£0· en 

4Áü
v
¨P
°
Ä:P?·t© , P>·¥£0· .
Laten we er even vanuit gaan dat _ de minimumoperator _ Ñ op ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© is. Als we voor de voorwaarde-
lijke possibiliteiten 

4ü
~v
¨P
°
Ä:P>·t© , ¨P ° ÀP>·n©È¥<£ ° ¤7£0· inderdaad de grootste oplossingen van (5.2) nemen,
dan krijgen we met voorbeeld 1.23 de volgende formules:
DP  
4
ü

v
¨P
°
Ä/P>·n©Ì
­
ZÞ

4
Î vá
¨P
°
ÀP?·n© als ZÞ

4
Î vá
¨P
°
ÀP?·\©"ª=
v
¨P?·\© 0
¯ als ZÞ

4
Î vá
¨P
°
ÀP?·\©Ìs
v
¨P?·\©
Ó
(5.5)
We vinden in dit geval de waarden die volgens de Dubois-Prade-conditioneringsregel [Dub85] aan de voor-
waardelijke possibiliteiten gegeven moeten worden. Voor elementen ¨P ° ÀP?·t©¥£ ° ¤£0· zo dat Þ

4
Î ~vá
¨P
°
ÀP?·n©
Ì*
v
¨P>·n© hebben we inderdaad meerdere oplossingen voor de t-norm-vergelijking
ÞþÐÞ

4
Î ~vá
¨P
°
ÀP?·n©ØÌz
v
¨P?·\© ¨ met Þ7¥ û «CÀO¯Oü ©À
namelijk alle elementen van het ree¨el interval û ZÞ

4
Î vá
¨P
°
ÀP?·t©ÀO¯Oü . De Dubois-Prade-conditioneringsregel kent
de grootste oplossing ¯ toe aan de voorwaardelijke possibiliteit 

4Áü
v
¨P
°
Ä:P?·\© .
Zadeh’s conditioneringsregel [Zad78] daarentegen opteert steeds voor de kleinste (of de meest precieze)
oplossingen van (5.2):
ZA  
4
ü

v
¨PE°Ä/P
·
©ØÌsÞ

4
Î 
v
á
¨PE°2ÀP
·
© voor alle ¨P°iÀP · ©"¥}£Ï°ý¤}£ · Ó (5.6)
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Om ervoor te zorgen dat de t-norm-vergelijkingen (5.2) voor een element P · met possibiliteit  ~v ¨P · ©µK«a
tevens een unieke oplossing hebben is het nodig en voldoende dat _ aan de schrappingswet voldoet [Coo93b].
In dat geval is k

4 ü
 v
¨EÄ/P · © een ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£Ï°iÀj}°t© met 

4 ü
 v
¨EÄ/P · © als verdeling. De
£Ï°®ﬀ -afbeelding 

4 ü
 v
¨~?Ä:P · © noemen we voortaan ook de voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfunctie
van R%° , gegeven dat R · een waarde in û P · üi± v aanneemt.
Laten we er even vanuit gaan dat voor ¨ﬀÀOý© het ree¨el eenheidsinterval ¨ û «JÀO¯Oü#Àtý© kan genomen worden.
Een t-norm _ die aan de schrappingswet voldoet wordt strikt stijgend genoemd. Beperken we ons voorts tot
continue t-normen voor het definie¨ren van voorwaardelijke possibiliteiten, dan betekent dit dat _ een strikte
t-norm op ¨ û «CÀO¯Oü5Àtý© moet zijn [Bae96, Bae97]. Volgens stelling 1.36 wil dit zeggen dat _ een v -transformatie
van het algebraı¨sch product moet zijn.
Voortgaand op dit discours vinden we voor het algebraı¨sch product _
t
de volgende formules voor de
voorwaardelijke possibiliteiten:
DE  
4 ü
 v
¨P ° Ä:P?·\©Ì
ë
í
î
Þ

4
Î vá
¨P ° ÀP>·n©
 v ¨P>·n©
als ¨P°iÀP · ©Ð¥£Ï°)¤}£ · en  v ¨P · ©ÐµG«10
¯ als ¨P ° ÀP?·n©Ð¥£ ° ¤}£0· en  v ¨P?·\©ØÌa«10
(5.7)
waarin de minst informatieve (de grootste) waarde gegeven is aan DE  
4Áü
v
¨P ° Ä:P?·t© wanneer  v ¨P?·\©Ìa« . De
voorwaardelijke possibiliteiten krijgen nu precies de waarden toegekend die resulteren uit Dempster’s conditi-
oneringsregel [Sha76].
5.3. De Markov-voorwaarde
We definie¨ren een possibilistische Markov-familie als een familie van possibilistische veranderlijken, die
geı¨ndexeerd is door een partieel geordende verzameling, en die voldoet aan een possibilistisch analogon van de
welgekende Markov-voorwaarde [Doo67]. Wanneer de gegeven familie meer bepaald een possibilistisch pro-
ces is, dan noemen we de possibilistische Markov-familie een possibilistisch Markov-proces. We tonen hierna
aan dat een possibilistische Markov-familie aan een possibilistisch analogon van de Chapman-Kolmogorov-
vergelijking [Doo67] voldoet. Vervolgens leiden we een tweede karakterisering voor possibilistische Markov-
families af, die aangeeft dat de eigenschap om een possibilistische Markov-familie te zijn invariant is onder
orde-omkering van de partieel geordende indexverzameling. Ten slotte geven we een alternatieve karakterise-
ring voor discrete possibilistische Markov-families.
We maken de volgende afspraken over de notatie:

¨gcÀtý© is een niet-lege, partieel geordende verzameling;

¨ﬀÀtý© is een complete tralie;

_ is een zwak inverteerbare t-norm op ¨	ﬀÀtý© die compleet distributief is over à'áJâ in ¨ﬀÀOý© ;

¨	R`ÐÄb!¥;¨AcÀOý©-© is een familie van possibilistische veranderlijken die hun waarden aannemen in de corres-
ponderende ruime ruimten ¨'¨£a`fÀj{`'©Äb"¥@cÈ© .
We definie¨ren nu een possibilistisch Markov-proces.
DEFINITIE 5.2. ¨R`"Äfb!¥<¨gcÀtý©'© wordt een possibilistische Markov-familie genoemd in ¨'¨:£a`Àj{`©Äb!¥@c»© als
voor elke niet-lege, eindige keten G in ¨gcÀOý© en voor elk element b"¥2c zo dat b!µ687:9 G :



ü


¨P§Ä ©
²[ú
Ç

½ û
³
Ì 


ü
ß 

¨P.Ä ©
·
ªE«
D3Î CD
ÀÒÑxP¥}£a`
Ó ( : ° )
Als alle ruime ruimten ¨£ ` Àj ` © , b;¥yc overeenkomen met een gegeven ruime ruimte ¨:£.Àj© , dan wordt
¨	Rf`"Äb"¥;¨gcÀtý©-© een possibilistisch Markov-proces in ¨£=Àj© genoemd. Wanneer ¨£=Àj© een aftelbaar aantal
atomen heeft, dan worden possibilistische Markov-processen in ¨:£=Àj© ook possibilistische Markov-ketens in
¨:£.Àj© genoemd.
VOORBEELD 5.3. Stel dat _ het algebraı¨sch product _
t
op ¨ û «CÀO¯Oü#ÀOý© is. Neem voor c de verzameling van
alle natuurlijke getallen I , geordend door de gebruikelijke lineaire ordening ý . We kunnen ¨;: ° © nu als volgt
formuleren. Laat ¿tÜ
å
ÄêØ¥§¿S¯%À
ÓOÓtÓ
À¨>Á%Á met ¨É¥®IÆÍ¸¿\«Á een eindig stel natuurlijke getallen zijn zo dat
Ü°»ª¨ÁÁCª~ÜZ§ . Stel ÜÎ¥ﬁI zo dat ÜZ§×ª~Ü . Als
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Ó
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>
Met de voorgaande definitie kunnen we nu de volgende eigenschappen afleiden voor possibilistische
Markov-families (-processen).
PROPOSITIE 5.4. Stel ¨R`"Äb"¥;¨gcÀtý©-© is een possibilistische Markov-familie in ¨c¨£k`ﬂÀj{`'©Äb!¥@c»© . Laat G
een niet-lege deelverzameling van c zijn. De deelfamilie ¨	R`ÐÄb"¥Î¨ G ÀOý©c© van ¨R`"Äb"¥;¨gcÀtý©-© is een possibi-
listische Markov-familie in ¨'¨:£a`ﬂÀj{`'©Äfb!¥ G © .
Kortom: een deelfamilie van een possibilistische Markov-familie (Markov-proces) is opnieuw een possi-
bilistische Markov-familie (Markov-proces).
De volgende propositie zegt dat possibilistische Markov-families aan een possibilistisch analogon van de
Chapman-Kolmogorov-vergelijking [CHAPMAN-KOLMOGOROV EQUATION] voldoen.
PROPOSITIE 5.5. Stel dat ¨	R ` Äb!¥;¨AcÀOý©-© een possibilistische Markov-familie in ¨c¨:£ ` Àj ` ©ÄbÐ¥c»© is. Voor
¨gb Â À~bc°iÀ~b · ©¥2c
¹ zo dat b Â ªqbc°Èª¡b · en voor elke P7¥£ `gv :



v
ü


æ
¨P§Ä ©
²[ú
Ç

æ
½ û
³
Ì
àcáJâ
Ã
a½

4
_Ï¨


4
ü


æ
¨
B
Ä  ©À


v
ü


4
¨P§Ä
B
©c©
Ó (5.8)
BEWIJS. Neem ¨AbÂiÀXb ° À~b-·n©=¥Oc ¹ zo dat bÂ~ª¸b ° ªËb-· . Om de notatie lichter te maken stellen we voorts
ò Ì ¿ubÂ2À~b ° ÁSÀü Ì{¿ubÂ\ÀXb-·iÁ en
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Omdat ¨R`"Äb"¥;¨gcÀtý©-© een possibilistische Markov-familie is en omdat _ associatief is en compleet distribu-
tief over àcáJâ in ¨ﬀÀtý© , kunnen we de voorgaande gelijkheid omzetten in:
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Dit betekent dat een possibilistische Markov-familie voldoet aan een possibilistisch analogon van de Chapman-
Kolmogorov-vergelijking [Doo67].
VOORBEELD 5.6. Voor het discreet possibilistisch Markov proces in voorbeeld 5.3 betekent uitdrukking (5.8)
het volgende. Stel Ü Â , Ü° en Ü · zijn drie natuurlijke getallen zo dat Ü Â ª+Ü°7ªïÜ · . Voor twee toestanden
P
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In de volgende propositie leiden we een formule af voor de gemeenschappelijke possibilistische verde-
lingsfunctie    van een stel possibilistische veranderlijken ¨UR ` Äfb!¥ G © met een eindige keten G in ¨AcÀOý© als
&
Gebruik hiervoor het bewijs in paragraaf 3.5.1 op pagina 90.
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indexverzameling. Om tot deze formule te komen maken we gebruik van voorwaardelijke possibiliteitsverde-
lingsfuncties van de vorm 
 
v
ü
 
4
¨?Ä © waarbij b · onmiddellijk volgt op het element bc° in de keten G .
PROPOSITIE 5.7. Stel dat G een eindige keten in ¨gcÀtý© is. Laat meer bepaald G Ì¿x/Â\À ÓtÓOÓ À|xtß>Á , waarbij
Üa¥IGÍ¿n«Á en x
å
ªOx
å
ß ° voor alle ê¥a¿n«CÀ ÓtÓOÓ À'Ü§®a¯2Á . Als ¨	R`ÐÄb"¥Î¨AcÀOý©c© een possibilistische Markov-
familie in ¨c¨:£ ` Àj ` ©Äb"¥dc»© is, dan hebben we voor alle P7¥£ D :
 
 ¨P>©ØÌ _ ¨  
æ
¨P¨;x Â ©c©ÀX_
ß
ß
°
åçæ
¬

~
î
¶
4
ü
~
î
¨P¨;x
å
ß °O©Ä/P¨ﬁx
å
©'©f©
Ó (5.9)
BEWIJS. Neem een element P uit £ÝD . Onderstel dat Ü7Ì¯ . Omdat k9~
æ
de marginale van k9  op ¨:£ 
æ Àj

æ ©
is en omdat _ bij onderstelling zwak inverteerbaar is, hebben we dat
 
 ¨PE©ØÌ*Þ
X
æ
Î ~
4
á
¨P¨;x Â ©ÀP¨;xi°n©'©Ì_ ¨  
æ
¨P¨ﬁx Â ©'©À
X
4
ü
~
æ
¨P¨ﬁx\°t©Ä/P¨;x Â ©c©'©
Ó
Onderstel nu dat de propositie geldt voor elk natuurlijk getal Ü<Ý ¯ dat kleiner dan of gelijk aan ¶¥ÏI4Í»¿\«Á
is. Laat Ü=ÌsÉÚa¯ en laat ÛÌ ¿x/Â\À ÓOÓOÓ À|xHÊÁ , dan is
  ¨P>©ØÌŁ_Ï¨»¨PuÄ ç©À
 
¶
4
ü
 
¨P¨;xHß ° ©Ä/PuÄ ç ©c©
ÌŁ_Ï¨  »¨PuÄ ç ©À
X
¶
4
ü
X

¨P¨;x ß °t©Ä/P¨ﬁx  ©f©'©À
waarbij we gebruiken dat ¨	Rf`"Äb"¥Î¨AcÀOý©c© een possibilistische Markov-familie in ¨f¨:£a`ﬂÀj{`-©Äb"¥@c»© is (en dus
aan voorwaarde ¨ﬁ: ° © voldoet). Uit de inductie-onderstelling volgt nu dat
¨PÄ ç©ÌŁ_ ¨X
æ
¨P¨;x/Ât©c©ÀV_

ß
°
å³æ
¬



î
¶
4
ü


î
¨P¨;x
å
ß
°
©Ä/P¨ﬁx
å
©f©'©À
waardoor



¨P>©!ÌŁ_ ¨


æ
¨P¨;x
Â
©c©ÀV_

å³æ
¬

X
î
¶
4
ü
~
î
¨P¨ﬁx
å
ß
°n©ÄP¨;x
å
©'©c©
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VOORBEELD 5.8. Voor het discreet possibilistisch Markov proces in voorbeeld 5.3 kunnen we gelijkheid (5.9)
als volgt uitschrijven. Laat ¿nÜ
å
Ä ê¥Î¿S¯SÀ
ÓOÓtÓ
À¨>Á%Á met ¨.¥I~Í ¿n«Á een eindig stel natuurlijke getallen zijn zo
dat Ü ° ª¨ÁuJªGÜ § . Voor een element PÌ¨P?ß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀP?ß
¬
©"¥z¤
§
å³æ
°
£0ß
î hebben we:
Þ

Ï
4
Î[«[«[« Î 
Ï
¬
á
¨P>©ØÌsÏ
4
¨P>ß
4
©
§
ß
°

åçæ
°
DE   Ï î
¶
4
ü

Ï
î
¨P?ß
î
¶
4
Ä:P?ß
î
©
Ó
>
We bepalen nu een aantal alternatieve formuleringen voor de Markov-voorwaarde. Hiertoe zullen we
gebruik maken van het volgende lemma. We tonen hierin aan dat een bijna overal ¨k  ÀV_ú© -gelijkheid (met
b}¥oc ) van twee j{`Ð® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare £a`Ð®sﬀ -afbeeldingen ì ° en ì?· aanleiding geeft tot het bijna overal
¨k9

ÀX_ú© -gelijk zijn van de corresponderende cilindrische uitbreidingen ì ° · ªE«
D3Î `
en ìC· · ªM«
D3Î `
van ì ° en ì?· tot
het cartesiaans product £ÝD van de verzamelingen £  , x¥ G , waarbij G een niet-lege, eindige deelverzameling
van c is die b bevat.
LEMMA 5.9. Laat G een niet-lege, eindige deelverzameling van c zijn. Laat voorts b een element van G zijn.
Voor twee j ` ® ﬃ ¨ﬀ"© -meetbare £ ` ®¬ﬀ -afbeeldingen ìE° en ì · hebben we:
ìE°
² ú
Ç

½ û
³
Ì ì
·
º
ìE°
·
ªM«
D3Î `
² ú
Ç

½ û
³
Ì ì
·
·
ªE«
D3Î `
Ó
BEWIJS. Omdat ªE«
DÎ `
een jÐD0®j{` -meetbare afbeelding is, zijn ì ° · ªE«
DÎ `
en ì?· · ªE«
D3Î `
beide jÐD0® ﬃ ¨ﬀ!© -
meetbaar. Neem een element P uit £ D . Dan hebben we uiteraard dat    ¨P>©§ý   ¨P¨gb'©c© omdat k   de
marginale van k   op ¨:£ ` Àj ` © is. Aangezien _ bij onderstelling zwak inverteerbaar is, bestaat er een element

¥ﬁﬀ zo dat


¨P>©ØÌ_ ¨

À

¨P¨gb'©'©c©
Ó
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Met de associativiteit van _ en de onderstelling dat ì °
² ú
Ç

½ û
³
Ì ì?· vinden we:
_¨  ¨P>©Àì ° ¨P¨gb'©c©'©"Ì_Ï¨;_ ¨

À  ¨P¨gb'©'©c©Àóì ° ¨P¨gb'©c©'©
Ì_Ï¨

ÀV_Ï¨  ¨P¨gb'©'©Àì ° ¨P¨Ab'©'©c©'©
Ì_Ï¨

ÀV_Ï¨  ¨P¨gb'©'©Àì?· ¨P¨Ab'©'©c©'©
Ì_Ï¨;_ ¨

À  ¨P¨gb'©'©c©ÀóìC· ¨P¨gb'©c©'©
Ì_Ï¨ 
 ¨PE©Àóì · ¨P¨gb'©'©c©
Ó
Omdat de bovenstaande gelijkheid voor alle P7¥£ D geldt, hebben we dus dat
ì>°
·
ªE«
D3Î `
²[ú
Ç

½ û
³
Ì ì ·
·
ªM«
D3Î `
Ó
Met (5.9) kunnen we nu een alternatieve karakterisering voor possibilistische Markov-families bepalen.
STELLING 5.10. De volgende uitspraken zijn equivalent.
1. ¨R`"Äfb"¥Î¨AcÀOý©-© voldoet aan ¨;: ° © , dit wil zeggen ¨	R`ÐÄb"¥Î¨AcÀOý©c© is een possibilistische Markov-
familie in ¨'¨£a`Àj{`-©ÄbÐ¥2cÈ© .
2. Voor alle P7¥£ D waarbij G een eindige keten in ¨gcÀtý© , en voor elke eindige keten ü in ¨gcÀtý© zo dat
6d79uüÉª=6¸±³²
G :



ü

¨PÎÄ  ©
² ú
Ç

½ û
³
Ì 


ü

ß 

¨P.Ä ©
·
ªM«

SÎ 

Ó ( : · )
3. Voor elke P7¥£ D
¿

 waarbij ü en G eindige ketens in ¨AcÀOý© zijn, en voor elke ì7¥@c zo dat 687:9üÉª
ìª=6¸±ç²
G :



ù

ü

Ý
¨P§Ä ©
²[ú
Ç
Ý
½ û
³
Ì _Ï¨

ü

Ý
¨PuÄ


Ä  ©À


ü

Ý
¨PÄ
D
Ä ©f©
Ó ( : ¹ )
BEWIJS. We geven een kringbewijs. Onderstel eerst dat ¨UR ` Äb"¥<¨gcÀtý©'© aan ¨ﬁ:~°© voldoet. Kies G Ì
¿xi°iÀ
ÓOÓtÓ
ÀVx
ß
Á

c zo dat x  ªáx  ß ° voor alle K ¥Æ¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À'Ü§®V¯%Á waarbij Ü ¥*IeÍú¿\«Á . Laat ü een ein-
dige keten in ¨AcÀOý© zijn zo dat 6d79ü,ªxi°»Ì*6¸±ç² G . Dan is üpÌ¿BS°\À ÓtÓOÓ ÀXB  Á

c zo dat B
å
ª?B
å
ß
° voor
alle ê"¥;¿¯%À ÓtÓOÓ À ®e¯2Á waarbij ¶¥ÏI~Í¿\«Á . Dan is uiteraard 687:9uüpÌoB  . Neem vervolgens een element
P uit £ÝD . Laat
B
¥}£
 . Wegens propositie 5.7 hebben we dat
Þ
MÎ 

á
¨
B
ÀPE©ØÌ_¨

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¨
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
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"¨
B
©À
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ß
ß
°
_

æ
°



F;¶
4
ü


F
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°
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
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en omdat
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MÎ 
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¨
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"¨
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©À


ü

¨P§Ä
B
©'©À
vinden we dat



ü

¨P§Ä  ©
² ú
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Analoog impliceert propositie 5.7 dat
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Met lemma 5.9 vinden we dat
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Ç
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waardoor



ü
 
¨PÎÄ  ©
² ú
Ç

½ û
³
Ì 


ü
~ß  
¨P.Ä ©
·
ªM«

SÎ 

Ó
Dit betekent dat ¨UR ` Äfb"¥<¨gcÀtý©'© aan ¨;: · © voldoet.
Onderstel dat ¨	R ` Äb!¥;¨AcÀOý©-© aan ¨;: · © voldoet. We verifie¨ren nu of ¨	R ` Äb"¥Î¨AcÀOý©c© ook aan ¨;: ¹ ©
voldoet. Neem dus een element ì uit c en laat
	
en G eindige ketens in ¨gcÀtý© zijn zo dat 687:9 	 ª[ì~ª
6¸±³²
G
. Om de notatie te vereenvoudigen stellen we üÌ 	 ;¸¿:ìÁ . Neem vervolgens een element P uit £

¿
D .
Met voorwaarde ¨;:4·t© vinden we
_ ¨
Ý
¨P¨	ì>©'©ÀX_}¨


ü

Ý
¨PuÄ ﬀÕÄ/P¨	ì>©c©OÀ


ü

Ý
¨PÄ D.Ä/P¨	ì>©c©c©'©
Ì_ ¨A_¨ 
Ý
¨P¨ì?©c©À


ü

Ý
¨PÄ ﬀ Ä/P¨ì?©f©'©À
 
ü

Ý
¨PÄ D Ä:P¨	ì>©f©'©
Ì_ ¨  "¨PuÄ 
 ©À
 
ü

Ý
¨PÄ D Ä/P¨	ì>©c©c©
Ì_ ¨  "¨PuÄ 
 ©À
 
ü

¨PÄ D Ä:PÄ 
 ©c©
Ì*  
ù
 ¨PE©
Ì_ ¨ 
Ý
¨P¨	ì>©'©À


ù

ü

Ý
¨PÄ ﬀ
¿
D Ä/P¨	ì>©c©c©À
waaruit de gevraagde bijna overal ¨k9
Ý
ÀX_×© -gelijkheid volgt.
We bewijzen nog de implicatie ¨;:4¹t© º ¨ﬁ: ° © . Laten we er dus van uitgaan dat ¨R`"Äb"¥;¨gcÀtý©-© aan
¨;:4¹t© voldoet. Laat 	 een niet-lege, eindige keten in ¨AcÀOý© zijn , laat ìdÌ³687:9 	 en laat b¥c zo dat
ìÆª¤b . Wanneer
	
Ì ¿/ì
Á , dan is steeds aan voorwaarde ¨;: ° © voldaan, omdat voor alle
B
¥Jﬁﬀ geldt:


¨
B
©ØÌz
Ý
¨
B
¨ì?©c© en
_Ï¨


¨
B
©À


ü

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©'©Ì*Þ
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Ý
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¨	ì>©ÀP>©
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Ý
¨
B
¨ì?©c©À
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Ý
¨PÎÄ
B
¨	ì>©'©'©
voor alle P;¥Î£a` . Onderstel daarom dat ü+Ì 	 ÍÈ¿/ì
Á+(ÌL . Laat G ÌÉ¿ubﬂÁ . Neem een element P uit £ﬀ
¿
D .
Met voorwaarde ¨;:4¹t© krijgen we:


ù

¨P>©!ÌŁ_ ¨
Ý
¨P¨ì?©c©À
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
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waarbij we de bijna overal ¨k
Ý
ÀX_ú© -gelijkheid 


ü

Ý
¨PuÄ D§Ä  ©
² ú
Ç
Ý
½ û
³
Ì 


ü

Ý
¨P¨gb'©Ä © gebruiken, die we door
toepassing van lemma 5.9 kunnen herschrijven als 

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
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¨PÄ
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Ä ©
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Omdat tevens

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¨PÄ ﬀ7©À


ü


¨P¨Ab'©Ä/PuÄ ﬀ7©f©
hebben we dat
_Ï¨


¨PuÄ
ﬀ
©À
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
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ﬀ
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
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
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¨P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Hiermee is ¨;: ° © aangetoond.
Als we ¨gcÀOý© de interpretatie kunnen geven van tijdsverzameling, dan zegt de met ¨;: ° © equivalente
voorwaarde ¨;:;¹n© dat de possibilistische veranderlijken Rﬂ
 en RaD possibilistisch onafhankelijk zijn [Coo97c]
als gegeven is dat R` een waarde in een gegeven atoom van j{` aanneemt. Met andere woorden: ‘verleden’ en
‘toekomst’ zijn conditioneel op het ‘heden’ possibilistisch onafhankelijk. Met de alternatieve karakterisering
¨;:4¹t© die we in stelling 5.10 afgeleid hebben voor de Markov-voorwaarde ¨ﬁ: ° © kunnen we nu de volgende
vaststelling maken.
GEVOLG 5.11. ¨R ` Äb"¥Î¨AcÀOý©c© is een possibilistische Markov-familie in ¨'¨:£ ` Àj ` ©Äb!¥@c»© als en alleen als
¨	R
`
Äb"¥;¨gcÀtÝ©'© een possibilistische Markov-familie in ¨c¨:£ ` Àj ` ©Äb"¥@c»© is.
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Als we ¨gcÀOý© kunnen interpreteren als tijdsverzameling, dan zegt het voorgaande gevolg dat de eigenschap
om een possibilistische Markov-familie te zijn invariant onder tijdsomkering is.
We bekijken ten slotte discrete families van possibilistische veranderlijken. Laten we meer bepaald ervan
uitgaan dat cpÌÚI . Voor de partie¨le orderelatie ý op I nemen we uiteraard de natuurlijke lineaire ordening
van I . Zoals aangegeven in paragraaf 5.1.2 duiden we met cEß , Ü§¥ÏI , de eindige verzameling van natuurlijke
getallen ¿n«CÀ ÓOÓtÓ À'ÜuÁ aan.
DEFINITIE 5.12. ¨	RißÄ\ÜÎ¥<¨	I"ÀOý©n© voldoet aan ¨;:¬Û\© als en alleen als voor alle Üd¥=I en voor elk element
P=¥}£0ßß ° :

~Ïu¶
4 ü
 
Ï
¨P.Ä  ©
² ú
Ç

Ï
½ û
³
Ì 
Ïu¶
4 ü
~Ï
¨P§Ä ©
·
ªE«
eÏÎ ß
Ó ( : Û )
VOORBEELD 5.13. Voor het discreet possibilistisch Markov proces in voorbeeld 5.3 luidt voorwaarde ¨;: Û ©
als volgt. Voor alle elementen ¨PYÂ2À ÓOÓtÓ ÀP?ßß ° ©"¥¤ ßß °
å³æ
Â
£
å
waarbij Ü§¥ﬁI :
DE  ~Ïu¶
4 ü
Þ
 æ Î[«[«[« Î ~Ïá
¨P ßß °Ä¨P Â À
ÓtÓOÓ
ÀP ß ©c©ØÌ DE  Ï¶
4 ü
Ï
¨P ßß °ÊÄ/P ß © als ZÞ
 æ Î[«[«[« Î Ïá
¨P Â À
ÓOÓtÓ
ÀP ß ©ÐµG«
Ó >
Een familie van possibilistische veranderlijken, die aan ¨;:¬Û\© voldoet, heeft min of meer dezelfde eigen-
schappen als een possibilistische Markov-familie.
PROPOSITIE 5.14. Stel dat ¨	RißÄ\ÜÎ¥;¨I"ÀOý©n© voldoet aan ¨;:{Ûn© . Laat ¨:Ü À7©}¥ÀI · zo dat Üª¯ . Zoals
aangegeven in paragraaf 5.1.2 zullen we cEßSÎ  schrijven voor de eindige verzameling van natuurlijke getallen
¿tÜ À
ÓOÓtÓ
À§Á .
1. Voor alle P=¥}£ e Ï
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
ß
°

æ
ß

lFﬁ¶
4
ü
lF
¨P¨$KÈÚa¯n©Ä/P¨_K ©f©'©
Ó (5.10)
2. Voor alle P=¥}£8
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BEWIJS. We tonen eerst het eerste resultaat aan. We beginnen met het geval waarin ÜFÌ « . Onderstel dat
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omdat ¨  Äx O G HLI © consistent is, en omdat _ een zwak inverteerbare t-norm op ¨ﬀÀtý© is. Onderstel
dat gelijkheid (5.10) geldt voor Ü=ÌT« en voor een natuurlijk getal {Ì¨}¥ÏI . Voor een element P uit £ e
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omdat ¨Riß}ÄiÜÎ¥Î¨	I"ÀOý©n© aan ¨ﬁ:¬Ûn© voldoet. Wegens de inductie-onderstelling hebben we dat
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en dit toont (5.10) aan voor ÜÌT« en voor alle ¥ﬁI;Í¿n«JÁ .
Onderstel nu dat Ü<¥+I4Í¿n«JÁ en laat ¥I zo dat Ü§ª . Neem een element P uit £ e Ï
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
. Omdat _ bij
onderstelling compleet distributief is over àcáJâ in ¨	ﬀÀtý© en ¨   Ä1 O G HQI © consistent is, vinden we door
tweemaal gebruik te maken van (5.11) dat
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We gaan verder met het bewijs van het tweede resultaat. Laat Ü en  twee natuurlijke getallen zijn zo dat
ÜÎª= . Voor een element P uit £ 
 waarbij üÌF¿tÜ À.Á krijgen we met het eerste resultaat en de consistentie
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waaruit het eerste deel van het tweede resultaat volgt. Het overige deel volgt onmiddelijk uit lemma 5.9.
De volgende propositie zegt dat ¨ﬁ: ° © en ¨ﬁ:¬Ûn© equivalente voorwaarden zijn voor discrete families van
possibilistische veranderlijken.
PROPOSITIE 5.15. ¨URißÄ\Ü§¥<¨I"Àtý©t© voldoet aan ¨;: ° © als en alleen als ¨R2ß}Ä\ÜÎ¥<¨I"ÀOý©n© aan ¨;:{Ûn© voldoet.
BEWIJS. Onderstel dat ¨	RißÄiÜ§¥;¨I"ÀOý©n© aan ¨;:¬Û\© voldoet. We verifie¨ren nu of ¨	RißÄ\ÜÎ¥Î¨	IÐÀOý©O© ook aan
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© voldoet. Neem daartoe een eindige keten G in ¨	I"ÀOý© . Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we ervan
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verder xúÌ687:9 G Ìsx  . Onderstel dat b¥©I zo dat x¸ªŁb . Stel voorts üÉÌ G ;§¿ubﬂÁ en
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Dit impliceert immers dat
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waaruit ¨;:~°O© volgt. Er zijn nu twee mogelijkheden.
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Laten we eerst ervan uitgaan dat  µV« . Omdat ¨  eÄ1 O òáHQI © consistent is en omdat _ compleet
distributief over à'áCâ in ¨ﬀÀOý© is, vinden we met propositie 5.14.1 dat
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Uit propositie 5.14.2 halen we nu dat
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wat ons tot (5.12) voert.
Als ÌV« , dan volgt (5.12) onmiddellijk uit de zwakke inverteerbaarheid van _ . Hiermee is aangetoond
dat ¨RißÄiÜ.¥;¨	I!Àtý©t© aan voorwaarde ¨ﬁ: ° © voldoet.
Het bewijs van de omgekeerde implicatie is triviaal.
5.4. Discrete possibilistische systemen
We maken een studie over discrete possibilistische systemen waarvoor de beschikbare informatie bestaat
uit transitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten. In deelparagraaf 5.4.1 voeren we de belangrijkste notaties
in die we daartoe nodig zullen hebben. Met de gegeven informatie kunnen we steeds een familie van possibilis-
tische veranderlijken bepalen die aan de Markov-voorwaarde voldoet. We beperken ons hierop tot die systemen
waarvan de gegeven transitiepossibiliteiten stationair zijn. Een precieze formulering hiervoor geven we in deel-
paragraaf 5.4.2. Voor deze systemen kan de beschikbare informatie voorgesteld worden door een possibilistisch
Markov-proces. Wanneer dit proces tevens strikt stationair is, dan moeten de initie¨le possibiliteiten eveneens
stationair zijn. Met een bijkomende onderstelling is de omgekeerde implicatie ook geldig.
5.4.1. Voorstelling door een possibilistische Markov-familie. Laten we vertrekken met een discreet
possibilistisch systeem waarvoor de volgende informatie gegeven is.
 Als tijdsverzameling nemen we cFÌÀI , geordend door de gebruikelijke lineaire ordening ý van de natuur-
lijke getallen.

£¸ß is de toestandsruimte van het systeem op tijdstip Ü§¥ÏI , dit wil zeggen £0ß is een niet-lege verzameling
die de voor het systeem mogelijke toestanden op tijdstip Ü§¥I bevat.
 Als verzamelingenstructuur op £ ß , ÜÎ¥I nemen we een ruim veld j ß .

¨ﬀÀtý© is een direct product van complete ketens.
Uit observaties van het systeem op een bepaald tijdstip Ü§¥I kunnen we de volgende informatie halen.
 Voor elk koppel toestanden ¨À~B© van £¸ßd¤¸£0ßß ° duidt ß ¾ ¾ ¾0¨À~B©"¥ﬁﬀ de e´e´n-stapstransitiepossibiliteit van
toestand  op tijdstip Ü naar toestand B op tijdstip ÜÚ<¯ . De hieruit resulterende £0ß<¤ú£0ßß ° ®Ðﬀ -afbeelding
ß
¾
¾
¾ is j ß ¤~j ßaß °"® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbaar. Voor elke toestand .¥£ ß hebben we:
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Dit houdt bijgevolg in dat ß ¾ ¾ ¾¸¨ÀÁ © de verdeling is van een unieke genormeerde ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op
¨:£
ßß
°iÀj
ßß
°t© .
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 Voor elke toestand .¥7£ Â van het systeem duidt p¨©¥Ïﬀ de possibiliteit aan dat het systeem op ogenblik
« in toestand  is. Met andere woorden: p¨© is de initie¨le possibiliteit dat het systeem in toestand  is. Dit
definieert een afbeelding p van £ Â naar ﬀ . We onderstellen bijkomend dat p de verdeling van een ¨	ﬀÀOý© -
possibiliteitsmaat op ¨:£ÝÂiÀjÐÂO© is die we zullen noteren door ﬃ .
Met de voorgaande informatie willen we nu een consistentie familie van verdelingen ¨YDGÄW O G HJI ©
bepalen die de possibiliteit geven dat het systeem een eindig aantal toestanden P>ß æ À ÓOÓtÓ ÀP?ß ¬ met ¨}¥ÏI op de
overeenkomstige tijdstippen ÜZÂiÀ ÓOÓtÓ À'Ü § aanneemt. Verder willen we de ¨ -stapstransitiepossibiliteiten van het
systeem bepalen. Hiervoor maken we gebruik van een zwak inverteerbare t-norm _ op ¨	ﬀÀtý© die compleet
distributief is over à'áCâ in ¨ﬀÀOý© . Na de constructie van de verdelingen ¨ D Ä O G HzI© zullen we een
rechtvaardiging geven voor de gebruikte formules.
De ¨ -stapstransitiepossibiliteiten van het systeem definie¨ren we op de volgende manier. Neem een wille-
keurig, maar vast tijdstip ÜÎ¥+I . Stel verder dat ¨¥+IÊÍ¿\«Á het aantal in het systeem plaats te vinden transities
is. Laat ¨À~B©"¥£0ß~¤}£0ßß § toestanden bij vertrek op tijdstip Ü en aankomst op tijdstip Ü0Ú=¨ zijn.
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We noemen ß ¾ ¾ ¾
Þ
§
á
¨À~B© de ¨ -stapstransitiepossibiliteit op tijdstip Ü van toestand  naar toestand B . Omdat
elke e´e´n-stapstransitiepossibiliteit
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in het bijzonder een jÏßu¤jÏßß § ® ﬃ ¨	ﬀ!© -meetbare afbeelding. Uit (5.13) en de complete distributiviteit
van _ over àcáJâ in ¨ﬀÀtý© volgt dat
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Laat PV¥T£aeÏ waarbij Ü ¥ﬂI . Met de e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten en de initie¨le possibiliteiten de-
finie¨ren we de possibiliteit dat het systeem op de opeenvolgende tijdstippen «JÀ ÓtÓOÓ ÀcÜ de toestanden P¨«© , ÓOÓtÓ ,
P¨Ü© aanneemt door:
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We definie¨ren ten slotte voor een eindig aantal toestanden P7¥£ÝD (met  O G HzI ):
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YD¨PE© kan dan geı¨nterpreteerd worden als de possibiliteit dat het systeem de toestanden P¨:Ü© aanneemt op de
corresponderende tijdstippen Ü uit de eindige selectie G . In het bijzonder is  D de verdeling van een unieke
¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat k D op ¨£ D Àj D © .
In (5.16) krijgt de possibiliteit  D ¨P>© de enige mogelijke waarde waarvoor ¨ 6 Ä4 O òHI© – na de
bepaling van de verdelingen eÏ , ÜF¥zI – consistent zal zijn. Het consistent zijn van de verdelingen ¨ 6 Ä

O
òHzI© impliceert immers dat de met xD corresponderende possibiliteitsmaat kýD de marginale is van
k	e
ß 
 op ¨£8DÀjÐDE© , of equivalent hiermee, dat YD bepaald kan worden met e
ß 
 via formule (5.16) (zie
formule 3.11 in paragraaf 3.5).
Als we in de verf willen zetten van welke initie¨le possibiliteiten p de verdelingen ¨YD Ä} O G HI©
afhankelijk zijn, zullen we ¨ D3Î
w
ÄS
O
G
HzI© in plaats van ¨ D ÄS O G HI© schrijven. Analoog zullen we
dan k D3Î
w
,  O
G
HzI schrijven in plaats van k D .
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We komen zo tot het volgende hulpresultaat.
LEMMA 5.16. ¨ D Ä O G HI© is een consistente familie van verdelingen.
BEWIJS. Laat ÜÎ¥ﬁI . Voor alle P=¥}£heÏ :
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waarbij we (5.13), (5.15) en de complete distributiviteit van _ over àcáJâ in ¨ﬀÀtý© gebruiken. Bij stapsgewijze
uitbreiding krijgen we voor een koppel ¨Ü À7©"¥+I · zo dat ÜÎª :
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Kies nu twee verzamelingen G ° en G · zo dat  O G °@O G ·H*I . Laat ÌQ6879 G · en laat ÜÎÌQ687:9 G ° .
Neem een element P uit £ÝD
4
. Wanneer {ÌeÜ , dan krijgen we met (5.16) dat:
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Als ÜÎª= , dan volgt uit (5.16) en (5.17) dat:
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De via de bijectie ªE«
Tcß§W¡Î ß
, Ü ¥[I getransformeerde ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£¸ß
ÀjÏßJ© van k
T'ß5W
zullen we noteren door kß . De verdeling ?ß van kß is uiteraard gegeven door ?ß.Ì[
Tcß§W
·
ªM«
ß
°
Tcß§W¾Î ß
. In het
bijzonder is k ß de marginale van k e Ï op ¨:£ ß Àj ß © . De verdeling  ß van k ß is bijgevolg gegeven door:
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wanneer ÜÎ¥+I4Í¿\«Á , en door p als Ü7Ìa« .
In het geval dat ÜÎÌÆ« volgt de gelijkheid  ß Ì p uit de definitie van  ß en (5.15). Onderstel vervolgens
dat Ü~µF« en neem een element
B
uit £ ß . Met (5.14), (5.15) en (5.16) en met de complete distributiviteit van
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_ over à'áJâ in ¨ﬀÀOý© vinden we dat
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Wanneer we duidelijk willen maken van welke initie¨le possibiliteiten p zowel  ß als k ß afhankelijk zijn, zullen
we  ßÎ w en k ßÎ w schrijven in plaats van  ß en k ß .
Wegens stelling 3.32 bestaat er een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀjÀk© en een familie van possibi-
listische veranderlijken ¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥<¨I"ÀOý©n© met corresponderende steekproefruimten ¨'¨£0ßEÀjÏßC©}Ä
Ü¥*Iu© en
basisruimte ¨#¦ÈÀjÀk© zo dat

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Ì*YD voor alle  O G H=I Ó
De verdeling van R2ß , Ü§¥ﬁI is uiteraard gegeven door ~Ï¸Ì*?ß . We kunnen daarbij altijd de volgende keuzen
maken:
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©.Ìì¨:£kÕÀjhÕÀkRÕYÎ w© waarbij kRÕYÎ w de ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat op ¨£ÕÀjhÕE© is, waarvan de
verdeling  ÕCÎ w in een element P.¥£ Õ gegeven is door
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 de projectie-operator ªM«
ÕYÎ ß
, Ü§¥ﬁI van £kÕ op £¸ß voor Riß .
Bij constructie is kRÕYÎ w de grootste possibiliteitsmaat op ¨:£kÕÀjhÕ© die een uitbreiding is van de ¨ﬀÀOý© -maxitieve
inhoud ]ÕCÎ
w
op } Õ zo dat
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w
¨#Å»© voor alle ÅÆ¥+jÐD waarbij  O G H=I Ó (5.20)
Stel nu dat ¨	RißÄ\ÜÎ¥Î¨	IÐÀOý©O© een familie van possibilistische veranderlijken is, waarvan de correspon-
derende steekproefruimten gegeven zijn door ¨c¨:£0ßÀjÏßJ©ÄiÜ.¥ﬁI © en die ¨#¦ÈÀjÀk© als basisruimte heb-
ben, zo dat YD ,  O G HI de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie   van de veranderlijken
¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥
G
© is.
Zoals blijkt uit het volgende resultaat komen in het model ¨	R ß Ä\ÜÎ¥Î¨	IÐÀOý©O© voor het gegeven discreet
possibilistisch systeem de transitiepossibiliteiten overeen met de voorwaardelijke possibiliteiten van opeenvol-
gende veranderlijken uit ¨R ß ÄiÜ§¥<¨IÐÀtý©O© .
PROPOSITIE 5.17. Laat Ü§¥ﬁI en laat ¨Ï¥ﬁI<Í¿\«Á . Stel P7¥£ ßß § .
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Als 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BEWIJS. Laat  ÌÃcßd;~¿tÜ Ú¨>Á . Neem twee elementen PV¥a£0ßß § en
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Voor ¨GÝ  volgt uit (5.14), (5.15), (5.16), de gelijkheden #FÌ¯! en  
Ï
Ì¯YeÏ , en de complete
distributiviteit van _ over à'áCâ in ¨ﬀÀOý© dat
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Dit toont het eerste gedeelte van het eerste resultaat aan. Met het voorgaande hebben we dus voor elk element
Í
uit £ ! dat:


#Ø¨
Í
©ÌzÞ


Ï
Î 
Ï¶§¬
á
¨
Í
Ä
e
ÏEÀ
Í
¨:Ü Ú=¨J©'©Ì_ ¨


Ï
¨
Í
Ä
e
Ï ©À
ß
¾
¾
¾
Þ
§
á
¨
Í
¨:Ü©À
Í
¨:Ü Ú¨J©c©
Ó (5.21)
Neem  O G HI zo dat 687:9 G ÌpÜ . Laat
B
¥4£ÝD en laat P~¥~£¸ßaß § . Omdat _ compleet distributief over
àcáJâ in ¨	ﬀÀOý© is en omdat ¨;Ä O òHzI© consistent is, vinden we met (5.21) dat
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wat het tweede gedeelte van het eerste resultaat aantoont.
Het tweede resultaat kan volledig analoog bewezen worden.
Met de bovenstaande formules tonen we nu aan dat ¨RißÄ\Ü§¥<¨IÐÀtý©O© aan de Markov-voorwaarde voldoet.
STELLING 5.18. Stel dat ¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥<¨IÐÀOý©t© een familie van possibilistische veranderlijken is, waarvan de cor-
responderende steekproefruimten gegeven zijn door ¨f¨:£0ßEÀjÏßJ©Ä\Ü§¥I © en die ¨5¦ÈÀjÀk	© als basisruimte
hebben, zo dat voor alle  O G HzI :
  Ì*YDÀ
waarbij xD2J£ÝDÏyûﬀ bepaald is via formules (5.15) en (5.16). Dan is ¨	RißÄ\ÜÎ¥Î¨	I!Àtý©t© een possibilistische
Markov-familie in ¨c¨:£ ß Àj ß ©ÄiÜ§¥ﬁI © .
BEWIJS. Dit volgt uit propositie 5.17 en lemma 5.9.
5.4.2. Stationaire transitiepossibiliteiten. We gaan opnieuw uit van een discreet possibilistisch systeem
waarvoor de volgende informatie gegeven is:

cdÌﬂI als tijdsverzameling, geordend door de gebruikelijke lineaire ordening ý van de natuurlijke getallen;
 toestandsruimten £ ß , Ü§¥ﬁI ;
 een ruim veld j ß , ÜÎ¥+I als verzamelingenstructuur op £ ß ;
 een direct product van complete ketens ¨ﬀÀOý© ;
 e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten ß ¾ ¾ ¾ , Ü§¥I met ¨ﬀÀOý© als codomein;
 een ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat ﬃ op ¨£ Â Àj Â © met p als verdeling, die de initie¨le possibiliteiten voor het
systeem aangeeft.
Laten we bijkomend onderstellen dat de toestandsruimten ¨£ ß Àj ß © , Üa¥I samenvallen met een ruime
ruimte ¨:£.Àj© . Dan zeggen we dat het possibilistisch systeem stationaire transitiepossibiliteiten heeft wanneer
er een £
·
®¬ﬀ -afbeelding ¾ ¾ ¾ bestaat zo dat
ß ¾
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Ó (5.22)
Voor een koppel toestanden ¨PÀ
B
©7¥ £
· is ¾ ¾ ¾¸¨PÀ
B
© de possibiliteit dat het systeem van toestand P op een
bepaald tijdstip Ü;¥ÏI naar toestand
B
op tijdstip ÜÏÚT¯ gaat. De transitiepossibiliteit om van P naar
B
te gaan
is met andere woorden niet afhankelijk van het ogenblik waarop de overgang plaatsgrijpt.
We voeren nu een speciale klasse van matrices en vectoren in.
DEFINITIE 5.19. Laat ¨	ﬀÀtý© een complete tralie zijn. Laat £ een niet-lege verzameling zijn. Een £Õ®=ﬀ -
afbeelding p wordt een ¨ﬀÀOý© -vector genoemd. Een £ · ®¬ﬀ -afbeelding Å wordt een ¨ﬀÀOý© -matrix genoemd.
Een ¨ﬀÀOý© -matrix Åﬁ2J£ · ®{ﬀ waarvan de partie¨le afbeeldingen Åú¨PÀÁ © , P.¥£ genormeerd zijn voor àcáJâ in
¨ﬀÀOý© , dit wil zeggen
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wordt een possibilistische ¨ﬀÀOý© -matrix genoemd. Wanneer vanuit de context voldoende duidelijk is welke
complete tralie voor ¨ﬀÀOý© genomen moet worden, zullen we gewoonweg spreken van matrices, possibilistische
matrices en vectoren.
Met een geschikte t-norm kunnen we producten van matrices en vectoren op de volgende manier invoeren.
DEFINITIE 5.20. Stel _ is een t-norm op een complete tralie ¨	ﬀÀOý© die distributief is over àcáJâ in ¨ﬀÀtý© . Stel
£ is een niet-lege verzameling. Laat Åﬁ2C£ · ®¬ﬀ en Ö{2?£ · ®{ﬀ twee ¨	ﬀÀOý© -matrices zijn, en laat pE2J£{®{ﬀ
een ¨	ﬀÀOý© -vector zijn. Dan noemen we
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het ¨ àcáJâ ÀX_ú© -product van Å en Ö ;
 de ¨	ﬀÀtý© -vector p · Þ%$&)(
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het ¨ àcáJâ ÀX_ú© -product van p en Å .
Wanneer het vanuit de context duidelijk is welke t-norm voor _ genomen moet worden, zullen we eenvoudigweg
spreken van het product van matrices of van het product van een vector met een matrix. In dit geval zullen we
ook Å»Ö schrijven in plaats van Å · Þ+$'&)(
Î
ý
á
Ö en piÅ in plaats van p · Þ%$'&*(
Î
ý
á
Å .
De klasse van alle ¨	ﬀÀOý© -matrices is vanzelfsprekend een semigroep voor het ¨ àcáJâ ÀV_ú© -product · Þ%$'&)(
Î
ý
á
.
Wegens de associativiteit van · Þ%$'&)(
Î
ý
á
kunnen we voor een ¨ﬀÀtý© -matrix Å en een natuurlijk getal ÜpÝÕ¯
zonder probleem schrijven:
Å
·
Þ%$'&*(
Î
ý
á
ÓtÓOÓ
·
Þ%$'&*(
Î
ý
á
Å
, -/. 0
ß
-maal
ÌaÅ
ß
Ó (5.23)
Laten we ervan uitgaan dat het discreet possibilistisch systeem waarmee we te maken hebben stationaire
transitiepossibiliteiten heeft. Wegens (5.13) en definitie 5.19 is ¾ ¾ ¾ een possibilistische matrix. Meer bepaald
zullen we ¾ ¾ ¾ de possibilistische matrix van het discreet possibilistisch systeem noemen.
We overlopen nu de resultaten en formules uit de voorgaande paragraaf. Voor het berekenen van de ¨ -
stapstransitiepossibiliteiten, enz... volgen we dezelfde procedure. Laat dus _ de voor de berekening van
deze possibiliteiten gebruikte t-norm op het direct product van complete ketens ¨ﬀÀOý© zijn die ten minste de
volgende eigenschappen heeft:
®£_ is zwak inverteerbaar;
®£_ is compleet distributief over à'áCâ in ¨ﬀÀOý© .
Formules (5.14) voor de met _ berekende ¨ -stapstransitiepossibiliteiten kunnen we met (5.22) en (5.23)
vereenvoudigen tot:
ß ¾
¾
¾
Þ
§
á
Ì ¾
¾
¾
§
voor alle Ü§¥I en ¨¥ﬁI;Í¿n«Á Ó (5.24)
De ¨ -stapstransitiepossibiliteiten komen met andere woorden overeen met de via · Þ%$'&*(
Î
ý
á
berekende ¨ -de
machten van de possibilistische matrix ¾ ¾ ¾ . De machten ¾ ¾ ¾
§
, ¨7¥ÏI~Í»¿n«JÁ van ¾ ¾ ¾ zijn op hun beurt ook possibi-
listische matrices.
Formules (5.15) en (5.16) kunnen we op de volgende manier uitschrijven:
® als P=¥}£ e Ï met Ü§¥ﬁI , dan is

e
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¨P>©ØÌ
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_ ¨ pJ¨P¨«©'©ÀV_
ß
ß
°
å³æ
¬
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¾
¾0¨P¨:ê-©ÀP¨êÚd¯\©'©'© als ÜÎÝF¯a0
p¨P¨«©'© als Ü=ÌT«10
(5.25)
® als P=¥}£ D met  O G HI , dan is
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ß 
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æ
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eß 

¨
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©
Ó (5.26)
De afbeelding xD ,  O G HI is de verdeling van een unieke ¨	ﬀÀtý© -possibiliteitsmaat kýD op ¨:£ D Àj D © . Als
we duidelijk willen maken van welke initie¨le possibiliteiten  D en k D afhankelijk zijn, zullen we  D3Î
w
en k D3Î
w
schrijven in plaats van  D en k D .
Met k ß , ÜG¥¬I duiden we de ¨ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨£=Àj© aan waarvan de verdeling  ß bepaald
is zoals in (5.18). Met (5.24) en definitie 5.20 kunnen we vereenvoudigend schrijven:
>ß Ì®­
p
·
Þ%$'&)(
Î
ý
á
¾
¾
¾
ß
als ÜÎÝV¯¦0
p als Ü=Ìa« Ó
(5.27)
We zullen >ß en kß ook noteren door ?ßÎ
w
en k»ßÎ
w
wanneer we hun afhankelijkheid van de initie¨le possibili-
teiten p willen duidelijk stellen.
Zoals aangegeven in paragraaf 5.4.1 kunnen we de informatie in ¨ D Ä) O G HzI© voorstellen door
een possibilistisch proces ¨	R ß Ä\ÜÎ¥<¨	I"ÀOý©n© in ¨:£.Àj© met een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀj  Àk  © als
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basisruimte zo dat
 
 Ìs D voor alle  O G HzI Ó
De verdeling van de veranderlijke R ß , ÜÎ¥ﬁI is dan gegeven door   Ï Ìz ß .
We kunnen hiervoor het volgende proces kiezen:

¨#¦ÈÀj  Àk  ©=Ì ¨£
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Àj
Õ
Àk ÕCÎ
w
© waarbij k ÕYÎ
w
de ¨	ﬀÀOý© -possibiliteitsmaat op ¨:£ Õ Àj Õ © is, waarvan de
verdeling  ÕCÎ w gegeven is door
ÕYÎ w ¨P>©!Ì ±³²J´
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0 (5.28)
 de projectie-operator ªM«
ÕYÎ ß
, Ü§¥ﬁI , die P=¥£ Õ op P¨:Ü©¥}£ afbeeldt, voor de veranderlijke Riß .
Uit stelling 5.18 volgt dat elk possibilistisch proces ¨URißÄ2Ü.¥;¨I"ÀOý©n© in ¨:£=Àj© , waarin alle veran-
derlijken een ¨ﬀÀtý© -possibiliteitsruimte ¨#¦ÈÀjÀk© als basisruimte hebben en waarvoor de verdeling YD ,
 O
G
HzI overeenkomt met de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie   van de veranderlij-
ken ¨RißÄ\Ü§¥ G © , een possibilistisch Markov-proces is. Tussen de ¨ -stapstransitiepossibiliteiten en de met de
veranderlijken Riß , Ü¥ÀI bepaalde voorwaardelijke possibiliteiten hebben we wegens propositie 5.17.2 het
volgende verband. Laat Ü§¥ﬁI en laat ¨¥I;Í¿\«Á , dan:
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We kunnen ons nu afvragen wanneer het possibilistisch Markov proces ¨URißÄ2Ü.¥;¨I"ÀOý©n© een strikt stati-
onair possibilistisch proces is. De volgende stelling geeft hiervoor een nodige en voldoende voorwaarde op de
initie¨le possibiliteiten p van het onderliggende discreet possibilistisch systeem.
STELLING 5.21. Stel dat _ een zwak inverteerbare t-norm op ¨	ﬀÀOý© is die compleet distributief over à'áJâ in
¨ﬀÀOý© is. Dan is ¨	R ß Ä\ÜÎ¥ﬁIu© een strikt stationair possibilistisch proces als en alleen als p een eigenvector
van ¾ ¾ ¾ is, dit wil zeggen:
p Ì p
·
Þ%$'&*(
Î
ý
á
¾
¾
¾
Ó (5.29)
Als de initie¨le possibiliteiten p aan (5.29) voldoen en _ ook compleet distributief over ±³²´ in ¨ﬀÀOý© is, dan is
k
ÕYÎ
w
een linkse-shift-invariante possibiliteitsmaat op ¨:£ Õ À ﬃ ¨£ Õ ©c© .
BEWIJS. Onderstel dat ¨	R2ß}Ä\ÜÎ¥<¨IÐÀOý©t© een strikt stationair possibilistisch proces is. Wegens definitie 4.12
moeten de veranderlijken RÂ en R ° dezelfde possibiliteitsverdelingsfunctie hebben. Met (5.27) krijgen we:
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Dit betekent dat p aan (5.29) voldoet.
Omgekeerd, stel dat p aan (5.29) voldoet. Laten we eerst verifie¨ren of de veranderlijken RaÂ\À ÓtÓOÓ ÀóRiß , ÜÎ¥+I
en R ° À ÓOÓtÓ ÀRißaß ° dezelfde gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie hebben. Neem ÜÎÚp¯ elemen-
ten
B
°
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B
ßaß
° uit £ . Wegens de consistentie van ¨  ÄM O G HzIÐ© , voorwaarde (5.29), de gelijkheden
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We kunnen het bovenstaande resultaat ook als volgt noteren. Laat ì de opvolgerstransformatie van I zijn.
Stel Û is de linkse shift-operator van £ Õ , of equivalent hiermee, de transformatie van £ Õ die in een element
PF¥d£
Õ gegeven is door Û4¨PE©­Ì¯P · ì . Voor een niet-lege, eindige deelverzameling G van I noteren we
met Û D de meetbaarheidbewarende transformatie van ¨:£r1 Þ D¦á Àj21 Þ D3á © naar ¨£ D Àj D © zo dat Û D ¨PE©ØÌzP · ìÄ D
voor alle P7¥£i1 Þ D3á . Dan hebben we reeds aangetoond dat
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Ó (5.30)
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Laat nu G een niet-lege, eindige deelverzameling van I zijn. Stel ÜeÌ\687:9 G . Dan is G

c ß . Neem
een element P uit £r1 Þ D¦á . Omdat Û e Ï een bijectie van £i1 Þ eÏ:á naar £ eÏ is, is er voor elk element
B
uit £ eÏ
een uniek element Í ¥Î£i1 Þ eÏ:á zo dat
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Dit betekent dat de verdelingen ¨  Ä O G HI© voldoen aan voorwaarde ¨;<ﬂ1© uit paragraaf 4.2.2 wan-
neer we de opvolgerstransformatie van I kiezen voor ì en de linkse shift-operator op £ Õ voor Û . Hieruit
volgt dat ¨UR ß Ä\ÜÎ¥Î¨	I!Àtý©t© een strikt stationair possibilistisch proces is (zie het resultaat na definitie 4.12 in
paragraaf 4.3).
We moeten nog aantonen dat k ÕYÎ
w
links-shift-invariant is wanneer de initie¨le possibiliteiten aan (5.29)
voldoen. Laten we hiervoor bijkomend aannemen dat _ compleet distributief is over ±ç²´ in ¨ﬀÀOý© . Neem een
element P uit £ Õ . Voor een element
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Uit de j · ® ﬃ ¨ﬀ!© -meetbaarheid van ¾ ¾ ¾ volgt dat
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¨#«S©'© . Omdat _ bij onderstelling zowel compleet distributief over àcáJâ als ±³²´ in
¨ﬀÀOý© is, vinden we met (5.28) en (5.29)
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Met lemma 4.6 volgt hieruit dat k ÕYÎ
w
links-shift-invariant is.
We zullen de initie¨le possibiliteiten p stationair noemen wanneer ze aan (5.29) voldoen.
Stelling 5.21 verzekert dat ¨ªE«
ÕYÎ ß
ÄuÜï¥ï¨	I"ÀOý©'© een strikt stationair possibilistisch Markov proces in
¨:£.Àj© is wanneer het onderliggend discreet possibilistisch systeem zowel stationaire transitiepossibiliteiten
als stationaire initie¨le possibiliteiten heeft. Voor de veranderlijken uit dit proces kunnen we ¨:£ Õ Àj Õ Àk ÕYÎ
w
©
als basisruimte nemen. Wanneer de gebruikte t-norm _ op het direct product van complete ketens ¨ﬀÀOý©
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zwak inverteerbaar is en compleet distributief over zowel à'áCâ als ±ç²´ in ¨	ﬀÀOý© , dan hebben we tevens dat k ÕCÎ
w
links-shift-invariant is.
HOOFDSTUK 6
Coherente modellen voor discrete possibilistische systemen
‘‘Dah, now, Huck, what I tell you?—what I tell you up dah on Jackson Islan’? I tole you I got a hairy
breas’, en what’s de sign un it; en I tole you I ben rich wunst, en gwineter to be rich ag’in; en it’s come
true; en heah she is! Dah, now! doan’ talk to me–signs is signs, mine I tell you; en I knowed jis’ ’s well
’at I ’uz gwineter be rich ag’in as I’s a-stannin’ heah dis minute!”
— Mark Twain (The Adventures of Huckleberry Finn)
6.1. Inleiding
6.1.1. Overzicht. We bekijken opnieuw discrete possibilistische systemen die gespecificeerd zijn door
e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten en initie¨le possibiliteiten. In hoofdstuk 5 hebben we aangetoond dat deze
systemen kunnen bestudeerd worden via een model van possibilistische veranderlijken die aan de Markov-
voorwaarde voldoen. Door gebruik van de possibilistische consistentiestelling kunnen we het gedrag van deze
veranderlijken laten bepalen door een gemeenschappelijke possibiliteitsmaat. We hebben in hoofdstuk 5 verder
aangetoond dat de gegeven transitiepossibiliteiten overeenkomen met de voorwaardelijke possibiliteitsverde-
lingsfuncties van de opeenvolgende veranderlijken in dit model. Aan deze overeenkomst ligt de in paragraaf 5.2
voorgestelde definitie van voorwaardelijke possibiliteit uit de ordinale possibiliteitstheorie ten grondslag.
De zojuist vernoemde possibiliteiten kunnen we ook een behavioristische interpretatie geven. De possi-
biliteit waarmee een bepaalde gebeurtenis in het gegeven systeem optreedt komt dan overeen met de infimum
prijs waarvoor een bepaald subject een gok op de gebeurtenis wil verkopen. De transitiepossibiliteiten en de
initie¨le possibiliteiten zijn – voor zover ze samengenomen worden voor een vast gekozen tijdstip waarop ze
kunnen optreden – rationeel bepaald als de ermee corresponderende possibiliteitsmaten genormeerd zijn. In
dat geval kunnen ze geen aanleiding geven tot zekere verliezen voor het subject en brengen ze geen interne
inconsistenties teweeg bij de prijszetting. Dit laatste wil zeggen dat geen enkele positieve lineaire combinatie
van gokken ervoor kan zorgen dat het subject zijn vastgesteld infimum verkoopprijzen effectief moet verlagen.
Dit sluit vooralsnog niet uit dat een eindige positieve lineaire combinatie van gokken op gebeurtenissen, die
niet allemaal op hetzelfde tijdstip al dan niet optreden, kan resulteren in een zeker verlies voor het subject of
tot inconsistenties in de door het subject bepaalde infimum verkoopprijzen. Beide effecten worden voorkomen
wanneer de possibiliteiten gezamenlijk genomen voldoen aan de ‘algemenere’ rationaliteitsvoorwaarden: ‘het
uniform vermijden van zeker verlies’ en ‘zwakke coherentie’. In dit hoofdstuk gaan we na of de modellen,
gevormd met de initie¨le possibiliteiten en de transitiepossibiliteiten, aan deze criteria voldoen.
Voor het formuleren van beide criteria herhalen we in paragraaf 6.2 de definitie van voorwaardelijke
boven- en onderprevisie. We bespreken vervolgens twee mogelijke interpretaties voor deze imprecieze pre-
visies. Daarna geven we aan wanneer voorwaardelijke boven- en onderprevisies afzonderlijk coherent zijn.
In paragraaf 6.3 herhalen we de definitie van ‘het uniform vermijden van zeker verlies’ en van ‘zwakke
coherentie’ voor een eindig aantal (voorwaardelijke) bovenprobabiliteiten. Voor beide criteria leiden we daarna
een alternatieve formulering af waarin we gebruik maken van klassen van additieve probabiliteiten.
We laten vervolgens in paragraaf 6.4 zien hoe met de techniek van de natuurlijke extensie voorwaardelijke
possibiliteiten berekend kunnen worden, gebruikmakend van de informatie die aanwezig is in een (onvoorwaar-
lijke) possibiliteitsmaat.
In paragraaf 6.5 onderzoeken we de coherentie van modellen die gegeven zijn door de gemeenschap-
pelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van een eindig aantal, lineair geordende possibilistische veranderlijken
RÂ2À
ÓOÓtÓ
ÀR
Î
,  ¥©I~Í»¿n«JÁ , en de voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfuncties van elke veranderlijke Rißaß ° ,
ÜÎ¥.¿\«JÀ
ÓtÓOÓ
ÀV,®4¯%Á , geconditioneerd op de mogelijke waarden die de voorafgaande veranderlijken RÂ\À ÓOÓOÓ ÀRiß
gezamenlijk kunnen aannemen. Hierbij zullen we ons beperken tot de situatie waarin de steekproefruimten
£
Â
À
ÓOÓOÓ
À'£
Î van de veranderlijken R Â À ÓOÓtÓ ÀóR Î eindig zijn. Voor het geval dat Ì¯ bepaalt een resultaat van
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Walley en De Cooman [Wal99] dat de onvoorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfunctie Þ
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van de possi-
bilistische veranderlijken R Â en R%° samen met de voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfuncties 

4 ü
 æ
¨EÄ/P Â © ,
P Â ¥K£ Â – berekend met een bepaalde conditioneringsregel – van R%° , gegeven dat R Â een waarde P Â uit £ Â
aanneemt, een coherent model vormen als en alleen als de voorwaardelijke possibiliteiten 

4 ü
 æ
¨PE°ÊÄ/P Â © ,
¨P Â ÀPE°O©Ð¥£ Â ¤}£Ï° voldoen aan
DE  
4 ü
 æ
¨P°Ä/P Â ©"ý

4 ü
 æ
¨P°Ä/P Â ©"ý NE  
4 ü
 æ
¨PE°Ä/P Â © als  æ ¨P Â ©"µe« Ó (6.1)
Op grond van voorwaarde (6.1) is het gegeven model dus coherent als en alleen als de voorwaardelijke possi-
biliteiten liggen tussen de waarden die hiervoor berekend kunnen worden met Dempster’s conditioneringsregel
en de waarden die hiervoor afgeleid kunnen worden met de techniek van de natuurlijke extensie. We zullen dit
resultaat in zekere zin veralgemenen naar een eindig aantal veranderlijken R Â À ÓOÓOÓ ÀR Î , ¥©I~ÍÈ¿n«JÁ . Hiertoe
zullen we evenwel bijkomend onderstellen dat alle voorwaardelijke possibiliteiten bepaald zijn met Dempster’s
conditioneringsregel. Voldoen de possibilistische veranderlijken R Â À ÓtÓOÓ ÀóR Î aan de Markov-voorwaarde, dan
vormt de onvoorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfunctie ZÞ
 æ Î[«[«[« Î 
Ð
á
samen met de voorwaardelijke possi-
biliteitsverdelingsfuncties 
 ¬
ü
32
¨?Ä/PE© , P¥ £54 , waarbij «dý¤ê4ª¨ÆýË , eveneens een coherent model.
De bevindingen uit paragraaf 6.5 zullen we ten slotte in paragraaf 6.6 toepassen op discrete possibilistische
systemen.
Uit de coherentie van de modellen in de vorige alinea kunnen we besluiten dat een behavioristische in-
terpretatie van discrete possibilistische Markov-processen zinvol is wanneer Dempster’s conditioneringsregel
gebruikt wordt voor het bepalen van voorwaardelijke possibiliteiten.
6.2. Voorwaardelijke boven- en onderprevisies
Laat M een partitie van de uitkomstenruimte ¦ van een experiment zijn. Een bovenprevisie ¾0¨ ÄÖ­© ,
Öï¥
M , op een klasse w§¨#Ö×© van gokken op ¦ noemen we de met Ö verbonden voorwaardelijke bovenprevisie
op w§¨#Ö×© . Wanneer w§¨Ö­© een klasse van gebeurtenissen is – dit wil zeggen dat w§¨#Ö×©

ﬃ
¨5¦© – dan noemen
we ¾0¨~»Ä Ö×© de met Ö verbonden voorwaardelijke bovenprobabiliteit op w§¨#Ö×© . Aan ¾0¨~»Ä Ö­© kunnen de
volgende twee interpretaties gegeven worden.
® We kunnen ¾0¨~!Ä
Ö­© interpreteren als een contingente bovenprevisie [CONTINGENT UPPER PREVISION].
Dan is ¾0¨:£ ÄiÖ­© de infimum verkoopprijs waarvoor een subject de gok £ ¥w§¨#Ö×© wil verkopen, afhanke-
lijk van gebeurtenis Ö . Dit betekent dat het subject bereid is om elke gok ÖÏ¨0®7£§© , Î¥ﬁ , te aanvaarden,
op voorwaarde dat Îµ ¾0¨:£ Ä2Ö×© .
® ¾0¨~Ä Ö×© kan ook geı¨nterpreteerd worden als een geactualiseerde bovenprevisie [UPDATED UPPER PREVI-
SION]. In dit geval is het subject nu bereid om voor elke prijs ;µ ¾0¨:£ÄSÖ×© de gok £ te verkopen, nadat
hij uitsluitend het optreden van Ö heeft vastgesteld.
Zowel geactualiseerde als contingente bovenprevisies beschrijven de huidige ingesteldheid van een bepaald
subject. De door contingente bovenprevisies weergegeven ingesteldheid kan reeds tot uiting komen in het hui-
dige gedrag van het subject. De door geactualiseerde bovenprevisies beschreven ingesteldheid daarentegen kan
alleen maar tot uiting komen in het gedrag van het subject op een later tijdstip, nadat het subject de gebeurtenis
Ö waargenomen heeft en verder geen bijkomende informatie ingewonnen heeft. Het actualiseringsprincipe
[UPDATING PRINCIPLE] [Wal91] stelt dat ¾¸¨:£ ÄiÖ­© dezelfde waarde heeft onder beide interpretaties.
De voorwaardelijke bovenprevisies ¾¸¨~ÐÄÖ×© , Ö¥ M , worden afzonderlijk coherent [SEPARATELY CO-
HERENT] genoemd als ¾¸¨ ÄCÖ­© , Ö¥ M , een coherente bovenprevisie op w§¨#Ö×© is zo dat ¦~ÍÖ¥w§¨#Ö×© en
¾0¨#¦KÍÖÄ?Ö×©Ìp« . Laten we – voor het expliciteren van deze notie – met Ù¨:£ Ä?Ö×© de aan Ö gekoppelde,
marginale gok op £ aanduiden zo dat
Ù¨:£ ÄiÖ­©ØÌTÖÏ¨ ¾0¨£ Ä%Ö×©®<£§©
Ó (6.2)
Dit is met andere woorden de gok waarin aan het subject het bedrag ¾0¨£ ÄEÖ­© betaald wordt voor £ , voor
zover Ö optreedt. Als Ö niet optreedt, wordt de verkoop ongedaan gemaakt.
Een bovenprevisie ¾0¨~ØÄÖ×© , ÖÕ¥ M zo dat ¾0¨5¦KÍ»Ö ÄEÖ×©ÊÌ+« , is meer bepaald coherent ° als voor elk
natuurlijk getal Ü en positieve ree¨le getallen ÞYÂiÀ ÓtÓOÓ ÀﬂÞCß , en voor elk eindig aantal gokken £ÝÂiÀ ÓOÓtÓ À'£0ß uit
&
Zie ook de via (1.44) gegeven definitie van coherentie in paragraaf 1.6.2 van hoofdstuk 1.
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w§¨#Ö×© :
àcáJâ
¦
-
ã
ß
ä å³æ
°
Þ
å
¨ ¾0¨:£
å
ÄiÖ­©u®Î£
å
©u®;ÞCÂS¨ ¾0¨£8ÂÄ2Ö×©u®Î£ÝÂ© è ¨8¤!©"Ýe«JÀ (6.3)
of equivalent hiermee,
à'áCâ
¦

K
ã
ß
ä åçæ
°
Þ
å
Ù¨:£
å
ÄiÖ­©u®;Þ Â Ù}¨£ Â Ä2Ö×©Hè¸¨:¤!©ÐÝK«
Ó (6.4)
Voorwaarde (6.4) impliceert overduidelijk (6.3). De omgekeerde implicatie volgt uit de volgende vaststelling.
Laat Ü een natuurlijk getal zijn. Stel verder dat Þ Â À ÓOÓtÓ ÀfÞ ß positieve ree¨le getallen zijn en laat £ Â À ÓtÓOÓ Àc£ ß een
eindig stel gokken uit wÎ¨Ö×© zijn. Als ¾­¨~>ÄiÖ­© aan voorwaarde (6.3) voldoet, dan is
à'áCâ
¦
-
ã
4¨#Ö ®G¯n©
Ú
ß
ä å³æ
°
Þ
å
¨ ¾0¨:£
å
Ä2Ö×©u®Î£
å
©u®;ÞCÂS¨ ¾0¨£ÝÂÄiÖ×©u®Î£ÝÂ© è ¨8¤!©"Ýe«JÀ
voor elk natuurlijk getal  µ« . Dit volgt immers uit de onderstelling dat ¯È®~Ö Ìï¦KÍÖ een element van
w§¨#Ö×© is zo dat ¾0¨#¦KÍÖ¶ÄCÖ×©ÈÌ« . Omdat gokken bij definitie begrensde, ree¨elwaardige afbeeldingen op ¦
zijn, vinden we door het kiezen van een voldoende groot natuurlijk getal  dat
àcáJâ
¦

K
6
ß
÷
åçæ
°
Þ
å
Ù}¨£
å
ÄiÖ­©u®<ÞYÂÙ¨£8ÂÄ%Ö×©87 ¨:¤!©
Ì
à'áCâ
¦

K
6
ß
÷
åçæ
°
Þ
å
¨ ¾0¨:£
å
ÄiÖ­©u®Î£
å
©u®;Þ
Â
¨¾ ¨£
Â
Ä2Ö×©u®Î£
Â
©
7
¨8¤!©
Ì
àcáJâ
¦
-
6
4¨Ö®K¯\©
Ú
ß
÷
åçæ
°
Þ
å
¨ ¾0¨:£
å
Ä2Ö×©u®Î£
å
©®;ÞCÂS¨ ¾0¨£ÝÂÄiÖ×©u®Î£ÝÂO©87 ¨:¤!©
ÝK«
Ó
Dit wil zeggen dat ¾¸¨EÄiÖ×© ook aan (6.4) voldoet.
Wanneer (6.4) faalt en ÞYÂÈµG« , dan bestaat er een é×µe« zo dat
ÖÏ¨ ¾0¨:£ÝÂÄiÖ­©u®§£ÝÂ"®<é2©ØÌdÙ¨£8ÂúÄiÖ×©u®<éiÖïµdÞ
ß
°
Â
ß
ä
åçæ
°
Þ
å
¨Ù¨:£
å
Ä2Ö×©Ú~éiÖ×©
Ó
Merk op: Þ
ß
°
Â
÷
ß
åçæ
°
Þ
å
¨Ù¨:£
å
Ä%Ö×©'©Ú;éiÖ×© is onder beide interpretaties een gegeerde gok als eindige som van
gegeerde gokken waarin, afhankelijk van het optreden van Ö , het subject de gok £
å
verkoopt voor het bedrag
¾0¨:£
å
Ä Ö×©uÚKé µ ¾0¨£
å
Ä Ö×© . Hieruit volgt dat ÖÏ¨ ¾0¨:£ÝÂ¸Ä Ö×© ®;£ÝÂÐ®4é2© eveneens een gegeerde gok is. Dit
betekent dat het subject bereid is om, afhankelijk van het optreden van Ö (of na het optreden van Ö ), £ÝÂ te
verkopen voor het lagere bedrag ¾0¨£ÝÂ}Ä
Ö×©!®Ké . Voorwaarde (6.4) voorkomt het optreden van dit type van
inconsistentie.
De aan ¾0¨?ÄiÖ­© , Öï¥ M toegevoegde onderprevisie ¾ ¨EÄiÖ×© is gegeven door
¾ ¨:£ ÄiÖ×©Ì® ¾¸¨-®£ ÄiÖ­©ÀÒÑ>£Õ¥Î®Sw§¨Ö­©
Ó
Door ¿i¦»Á voor M te nemen vinden we de in paragraaf 1.6 ingevoerde noties en definities terug:

Ù}¨£ Ä¦©Ì ¾0¨:£ Ä¦© ®;£ is dus de marginale gok waarin het subject de gok £¥jw§¨5¦© verkoopt voor
¾0¨:£ Ä%¦© ;
 het afzonderlijk coherent zijn van ¾­¨~>Ä2¦© komt overeen met het coherent zijn van ¾¸¨EÄ2¦© op w§¨5¦© · .
We zullen daarom de bovenprevisie ¾0¨~>Ä2¦© ook voorstellen door ¾ en ze een onvoorwaardelijke bovenprevisie
op de klasse van gokken w§¨#¦© noemen.
ç
Coherentie van ñØò
:9
#ô en ;.=< ò$#ô impliceren immers dat ñ"ò>;
9
#ô'&dﬂ .
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6.3. Het uniform vermijden van zeker verlies en zwakke coherentie
We voeren de criteria in die uitsluitsel geven of de (voorwaardelijke) bovenprobabiliteiten uit een bepaald
model zekere verliezen vermijden en wederzijds coherent zijn. Daarna geven we aan hoe met klassen van
additieve probabiliteiten het gezamenlijk coherent zijn van de gegeven bovenprobabiliteiten geformuleerd kan
worden.
We duiden met ¦ de uitkomstenverzameling van een gegeven experiment aan. Tenzij uitdrukkelijk anders
gesteld beperken we ons vanaf nu tot het geval waarin de uitkomstenverzameling ¦ eindig is.
Laat M ° À ÓtÓOÓ À M  ,  ¥zIdÍ¿\«Á , een eindig aantal partities van ¦ zijn, en laat Ò  , K4¥F¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á een
veld op ¦ zijn dat M  omvat. Dit wil zeggen: M 

Ò

. Onderstel ten slotte dat we voor elk element Ö uit de
partitie M  , K ¥.¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á , een voorwaardelijke bovenprobabiliteit ¾0¨~?ÄiÖ×© op Ò  hebben.
De volgende definitie bepaalt wanneer de bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨ ÄCÖ­©×Ä?Ö¥ M  en K.¥e¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á\©
gezamenlijk geen aanleiding kunnen geven tot zekere verliezen.
DEFINITIE 6.1. Stel dat ¨ ¾0¨ Ä>Ö×©­ÄCÖ¥ M  en KÎ¥e¿¯%À ÓtÓOÓ À.Ái© afzonderlijk coherent zijn. Dan vermijden
¨ ¾0¨~EÄ%Ö×©»Ä2Ö,¥
M
 en K¥Î¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À.Ái© zeker verlies ¹ als voor alle positieve functies   , K ¥<¿¯%À ÓOÓOÓ À.Á die
een koppel ¨#ÅÊÀfÖ×©Ð¥ﬁÒ  ¤ M  afbeelden op een positief getal   ¨#ÅÊÀfÖ×©Ð¥ ß :
àcáJâ
¦
-

ä

æ
°
ä
Þ
ÃEÎ
K
áUaÓMF
t
L3F


¨ÅúÀcÖ­©-Ù¨ÅÉÄiÖ×©O¨8¤!©"Ýe« (6.5)
Om tevens te vermijden dat een eindige positieve lineaire combinatie van gokken er toe kan leiden dat de
door e´e´n van de voorwaardelijke bovenprobabiliteiten voorziene waarde voor een gebeurtenis moet verlaagd
worden, moeten we voorwaarde (6.5) als volgt verstrengen.
DEFINITIE 6.2. Stel dat ¨ ¾0¨~uÄCÖ×©×ÄJÖ ¥ M  en K.¥G¿S¯SÀ ÓOÓtÓ À§Á\© afzonderlijk coherent zijn. Dan zijn ¨ ¾0¨uÄ
Ö×©Ä%Öï¥
M
 en K ¥.¿¯%À ÓtÓOÓ À.Ái© coherent Û als voor alle positieve functies   , K ¥.¿¯%À ÓtÓOÓ À.Á die een koppel
¨ÅúÀcÖ­©¥Ò

¤
M
 afbeelden op een positief getal   ¨#ÅÊÀfÖ×©¥ ß en voor elk koppel ¨Å)§ÀfÖ)§i©Ê¥¬Òe§Ý¤ M §
waarbij ¨¥.¿¯%À ÓtÓOÓ À.Á :
à'áJâ
¦
-



ä

æ
°
ä
Þ
ÃEÎ
K
áUaÓ
F
t
L
F


¨ÅúÀcÖ­©-Ù¨ÅÉÄiÖ×©u®<Ù¨Å
§
ÄiÖ
§
©


¨8¤!©"Ýe«
Ó (6.6)
Laten we vanaf nu ervan uitgaan dat M ° ÌÉ¿\¦»Á en dat het veld Ò ° samenvalt met de machtklasse van ¦ ,
dit wil zeggen Ò×°Ì ﬃ ¨5¦© . Zoals in paragraaf 6.2 zullen we de onvoorwaardelijke bovenprobabiliteit ¾0¨>Ä2¦©
op ﬃ ¨5¦© eenvoudigweg voorstellen door ¾ .
In stelling 6.4 herschrijven we definitie 6.1 met klassen van additieve probabiliteiten. Hierin zullen we het
volgende lemma gebruiken dat een formulering van scheidingslemma (lemma 1.107) geeft voor het bijzondere
geval dat de uitkomstenverzameling ¦ eindig is, zoals we bij de aanhef van deze paragraaf ondersteld hebben.
We gaan hiervoor uit van de volgende vaststelling.
Omdat ¦ eindig is, heeft elke additieve probabiliteit ¾ op de machtklasse ﬃ ¨#¦© van ¦ een unieke extensie
tot een lineaire previsie op »¨5¦© . We zullen daarom deze uitbreiding eveneens voorstellen door ¾ . Het is
voorts eenvoudig in te zien dat de lineaire previsie ¾ gegeven is door:
¾0¨:£§©Ì
ä
¦
-
¾0¨¿t¤Án©£~¨:¤!©ÀìÑ>£Õ¥+»¨#¦©
Ó
Omgekeerd hebben we dat de beperking van een lineaire previsie ¾ op È¨#¦© tot ﬃ ¨#¦© een additieve proba-
biliteit op ﬃ ¨5¦© is. We hebben met andere woorden een ¯®a¯ -verband tussen de additieve probabiliteiten op
de machtklasse ﬃ ¨5¦© van de eindige uitkomstenverzameling ¦ enerzijds en de lineaire previsies op de klasse
»¨5¦© van alle gokken op ¦ anderzijds.
Met deze vaststelling kunnen we het scheidingslemma als volgt herschrijven.
LEMMA 6.3. Stel º

È¨#¦© . Dan zijn de volgende uitspraken equivalent.
¨A< © Er is een additieve probabiliteit ¾ op ﬃ ¨#¦© , waarvan de unieke lineaire extensie tot È¨#¦© voldoet aan
¾0¨ﬁ¹»©"ÝG« , Ñ*¹V¥º .

Dit komt overeen met wat Walley ‘het vermijden van uniform zeker verlies’ noemt [Wal91].

Dit komt overeen met de notie van ‘zwakke coherentie’ in [Wal91].
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¨;<§< © Als ¹Ø°iÀ ÓtÓOÓ À|¹  (met  ¥rITÍ¸¿n«Á ) gokken uit º zijn, dan bestaat er een element ¤¥É¦ zo dat
÷


æ
°
¹

¨8¤!©ÝK« .
Dit brengt ons tot het volgende resultaat.
STELLING 6.4. Stel dat ¨ ¾0¨Ä>Ö×©­Ä?Ö¶¥ M  en K§¥a¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À§Á\© afzonderlijk coherent zijn. Dan vermijden
¨ ¾0¨~>ÄiÖ­©ÄiÖï¥
M
 en K0¥§¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À.Ái© zeker verlies als en alleen als er een additieve probabiliteit ¾ op ﬃ ¨5¦©
bestaat en een klasse van additieve probabiliteiten ¨¾0¨>ÄiÖ×©Ä2Öï¥ M  © (die alle gedefinieerd zijn op de klasse
Ò
 ), K0¥Î¿  À ÓtÓOÓ À.Á zo dat:
1. ¾0¨Å»©ý ¾¸¨ÅÈ© voor alle Å ¥ ﬃ ¨#¦© ;
2. ¾0¨ÅÄiÖ­©"ý ¾0¨#ÅÄiÖ×© voor alle ÅÆ¥ﬁÒ  en voor alle Öï¥ M  waarbij K0¥§¿  À ÓtÓOÓ À.Á ;
3. ¾0¨ÅÄiÖ­©Ì@? Þ Ã*Þ
K
á
?
Þ
K
á
voor alle ÅÆ¥+Ò  en voor alle Öï¥ M  zo dat ¾0¨#Ö×©"µe« waarbij K0¥Î¿  À ÓOÓtÓ À§Á .
BEWIJS. Laat º de klasse van gokken zijn gegeven door
ºÌ ¿\Þ?Ù¨ÅÄ2Ö×©Ä2ÅÆ¥Ò
 en Ö+¥ M  voor alle K ¥Î¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á¦0fÞ7ÝG« Á
De bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨0ÄÖ­©~ÄÖ ¥ M  en Kp¥{¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À§Á\© vermijden zeker verlies als en alleen
als de klasse van gokken º aan voorwaarde ¨A<5< © van lemma 6.3 voldoet. Dit laatste is, gebruikmakend van
lemma 6.3, equivalent met het bestaan van een additieve probabiliteit ¾ op ﬃ ¨#¦© waarvan de unieke lineaire
extensie ¾ tot È¨#¦© voldoet aan
¾0¨ﬁ¹»©"ÝG«CÀìÑ*¹V¥º
Ó
Met de definitie van º kunnen we deze voorwaarde als volgt formuleren: voor alle Å ¥+Ò  en Öï¥ M  waarbij
K0¥§¿S¯SÀ
ÓtÓOÓ
À.Á is
¾0¨Ö×© ¾0¨ÅÄ2Ö×©u®<¾0¨Å~þÖ×©!Ìa¾0¨#ÖÏ¨ ¾0¨#ÅÄiÖ­©u®ÎÅÈ©'©"Ýe«
Ó (6.7)
Voor K­ÌÆ¯ zegt deze voorwaarde dat
¾0¨ÅÈ©"ý ¾0¨#Å»©À ÑEÅF¥
ﬃ
¨#¦©
Ó
Dit volgt uit M ° Ì ¿\¦»Á , ¾0¨5¦©Ì ¯ en ¾0¨>Ä%¦©Ì ¾ .
Onderstel nu dat K¥<¿  À ÓtÓOÓ À.Á . Neem een element Ö uit M  . Als ¾0¨Ö­©µa« definie¨ren we ¾0¨~EÄ%Ö×© als
de additieve probabiliteit op ﬃ ¨#¦© die gegeven is door:
¾0¨#ÅÄiÖ×©ØÌ
¾0¨Å~þ}Ö­©
¾0¨#Ö×©
ÀÒÑEÅÆ¥
ﬃ
¨#¦©
Ó
De beperking hiervan tot Ò  is nog steeds een additieve probabiliteit waarvoor wegens (6.7):
¾0¨ÅpÄiÖ×©"ý ¾0¨ÅÄ%Ö×©ÀÒÑÅF¥Ò

Ó
Als ¾0¨#Ö×©Ì « , dan kunnen we wegens de coherentie van ¾0¨ÊÄ"Ö×© en gevolg 1.109 steeds een additieve
probabiliteit ¾0¨~uÄ>Ö×© op ﬃ ¨#¦© vinden die door ¾0¨~Ä?Ö­© gedomineerd wordt op Ò  . De voorwaarden ¯È®¡F
gelden dus.
Stel omgekeerd dat voorwaarden ¯Ø®(F gelden. De additieve probabiliteit ¾ op ﬃ ¨5¦© kan steeds op unieke
wijze uitgebreid worden tot een lineaire previsie ¾ op »¨#¦© . Voor een element Ö¶¥ M  , K§¥d¿  À ÓtÓOÓ À.Á en
een element Å uit Ò  krijgen we wegens voorwaarde 2 dat
¾0¨Ö¨ ¾ ¨#ÅÄ2Ö­©®ÎÅÈ©'©ØÌT¾0¨Ö­© ¾0¨ÅpÄiÖ×©u®<¾0¨ÅKþÖ­©
Ýe¾0¨Ö­©-¾0¨ÅpÄiÖ×©u®<¾0¨ÅKþÖ­©
Ýe«
waarbij de laatste ongelijkheid uit voorwaarde 3 volgt wanneer ¾0¨Ö×©µG« .
Als Öï¥ M ° , dan is ÖÌT¦ . Uit ¾0¨#¦©!ÌÆ¯ , ¾0¨>Ä%¦©Ì ¾ en voorwaarde 1 volgt dat
¾0¨5¦ ¨ ¾0¨ÅpÄ2¦©u®<Å»©'©!Ì ¾0¨ÅÈ©u®<¾0¨Å»©ÝG«
Ó
Dit betekent dat ¾ voor de gokken uit º voldoet aan voorwaarde ¨;<© van lemma 6.3 en bijgevolg ook aan
voorwaarde ¨A<5<© van lemma 6.3. Hieruit volgt dat ¨ ¾0¨~ÄuÖ×©ÄuÖ¥ M  en Ke¥¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á\© zeker verlies
vermijden.
6.3. HET UNIFORM VERMIJDEN VAN ZEKER VERLIES EN ZWAKKE COHERENTIE 152
We leiden nu een equivalente voorwaarde af voor de coherentie van de bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨Ä>Ö×©­Ä
Öï¥
M
 en K0¥§¿S¯SÀ ÓOÓtÓ À§Á\© . Hiervoor zullen we de volgende klasse  ° van additieve probabiliteiten op ﬃ ¨5¦©
nodig hebben:
¾¥ ° Èú­
¾0¨ÅÈ©"ý ¾0¨#Å»©À voor alle ÅÆ¥ ﬃ ¨#¦©
¾0¨Å~þÖ×©ýK¾0¨Ö­© ¾ ¨#ÅÄ2Ö­© 0 voor alle ¨#ÅÊÀfÖ×©Ð¥Ò  ¤ M  met K ¥Î¿  À ÓOÓtÓ À§Á Ó
Merk op:  ° is compact voor de natuurlijke topologie (de topologie van de puntsgewijze convergentie) op de
klasse A van alle additieve probabiliteiten op ﬃ ¨5¦© . We hebben immers dat  ° een gesloten deelverzameling
is van A en A is op haar beurt compact voor de natuurlijke topologie.
Het volgende lemma formuleert met  ° de coherentievoorwaarde (6.6) voor een willekeurig, maar vast
gekozen koppel ¨#Åý§JÀcÖ²§i©È¥©ÒA§8¤ M § , ¨=¥K¿S¯SÀ ÓOÓtÓ À§Á . Tevens zegt het lemma dat het vermijden van zekere
verliezen door de bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨~>ÄSÖ×©Ä%Ö,¥ M  en KÏ¥<¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á\© volledig afhankelijk is van het
niet-leeg zijn van de klasse  ° .
LEMMA 6.5. Stel dat ¨ ¾ ¨uÄJÖ­©ÊÄCÖ¥ M  en K=¥G¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À.Ái© afzonderlijk coherent zijn. De bovenprobabi-
liteiten ¨ ¾0¨!Ä
Ö×©0ÄÖ ¥ M  en K<¥V¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á\© vermijden zeker verlies als en alleen als  ° (Ì\ . Voorts
hebben we dat
® voorwaarde (6.6) in de definitie van coherentie geldt voor een vast gekozen element Å ° uit ﬃ ¨#¦© met ¨¸Ì¯
als en alleen als ¨	×¾p¥ﬁ ° ©O¨¾0¨Å ° ©Ì ¾0¨Å ° ©c© ;
® voorwaarde (6.6) in de definitie van coherentie geldt voor vast gekozen elementen ¨#Å § ÀfÖ § ©"¥Ò § ¤ M § met
¨¥§¿

À
ÓOÓtÓ
À§Á als en alleen als ¨	×¾p¥ﬁ °©O¨¾0¨Å)§þ}Ö)§2©ÌT¾0¨Ö²§2© ¾0¨Åý§¸ÄiÖ²§2©c© .
BEWIJS. Het eerste resultaat van het lemma volgt onmiddelijk uit stelling 6.4 en het afzonderlijk coherent zijn
van de bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨EÄiÖ×©Ä2Ö+¥ M  en K ¥§¿¯%À ÓOÓOÓ À.Ái© .
We tonen nu het tweede resultaat van het lemma aan. Kies ¨Å § ÀcÖ § © uit Ò § ¤ M § met ¨4¥d¿S¯SÀ ÓOÓtÓ À§Á .
Voor ¨0ÌÆ¯ hebben we bij onderstelling dat Ö°ÌT¦ , en Ù¨ÅÈ°ÊÄiÖ °t©ÌTÙ0¨ÅÈ°t©Ì ¾­¨#ÅÈ°t©u®<ÅÈ° . Stel nu
º@§Ì ¿.
Ù¨ÅÄ2Ö×©Ä/ÎÝe«10t¨#ÅÊÀfÖ×©"¥Ò

¤
M
 met K ¥.¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á2Á;.¿S®Ù¨Å)§­Ä2Ö)§2©Á Ó
Voorwaarde (6.6) uit de definitie van coherentie geldt voor ¨#Åý§ÀfÖ)§i© als en alleen als ºA§ voldoet aan ¨A<5< © uit
lemma 6.3. De laatste voorwaarde is op haar beurt equivalent met het bestaan van een additieve probabiliteit ¾
op ﬃ ¨5¦© die uniek uitgebreid kan worden tot een lineaire previsie ¾ op È¨#¦© zo dat
¾0¨ﬁ¹»©"ÝK«CÀÒÑ*¹T¥}ºA§
Ó
De lineaire extensie tot È¨#¦© van de additieve probabiliteit ¾ is positief op ºA§ als en alleen ¾¥L ° en
¾0¨Å
§
þ}Ö
§
©!Ìa¾0¨#Ö
§
© ¾0¨Å
§
Ä2Ö
§
© . Wanneer ¨ Ì ¯ kunnen we deze laatste gelijkheid schrijven als ¾0¨Å ° ©ØÌ
¾0¨Å °O© . Hiermee is het lemma aangetoond.
Hiermee bepalen we nu een aan stelling 6.4 gelijklopende karakterisering van de coherentie van een eindig
stel afzonderlijke coherente bovenprobabiliteiten.
STELLING 6.6. Stel dat ¨ ¾0¨>ÄiÖ×©Ä2Ö+¥ M  en K ¥.¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á\© afzonderlijk coherent zijn. De bovenprobabi-
liteiten ¨ ¾ ¨~Ä Ö×© Ä Ö ¥ M  en K¥4¿¯%À ÓOÓOÓ À§Á\© zijn coherent als en alleen als er een niet-lege klasse  van
additieve probabiliteiten op ﬃ ¨5¦© bestaat zo dat
1. ¾0¨Å»©!Ì àcáJâ ¿\¾0¨Å»©Ä2¾¥ ÕÁ voor alle Å ¥ ﬃ ¨5¦© ;
2. ¾0¨ÅÄÖ×©¸Ý à'áCâ ¿ ?
Þ
Ã*Þ
K
á
?
Þ
K
á
Ä
¾p¥ en ¾0¨Ö×©"µe«Á voor alle ¨ÅúÀcÖ×© ¥sÒ  ¤ M  , K~¥F¿  À ÓOÓtÓ À§Á ,
waarbij de gelijkheid geldt wanneer ¾0¨5¦<Í"Ö­©"ªV¯ .
Als er een klasse  met de bovenstaande eigenschappen bestaat, dan is  ° de grootste klasse met deze
eigenschappen.
BEWIJS. Stel dat er een niet-lege familie  van additieve probabiliteiten op ﬃ ¨#¦© bestaat met eigenschap-
pen 1 en 2. Dan voldoet elk element ¾ uit  aan de ongelijkheden in de definitie van  ° , waardoor
 

 ° . Tevens voldoet  ° ook aan eigenschappen 1 en 2. Voor een element Å uit ﬃ ¨#¦© hebben we
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immers dat:
¾0¨Å»©!Ì
àcáJâ
¿\¾0¨Å»©Ä2¾¥ ÕÁ
ý
àcáJâ
¿\¾0¨Å»©Ä2¾¥ °nÁ
ý ¾0¨#Å»©
Ó
Dit betekent dat  ° eigenschap 1 heeft.  ° voldoet ook aan eigenschap 2. Voor elementen ¨ÅúÀcÖ×©¥+Ò  ¤ M 
met K0¥Î¿

À
ÓtÓOÓ
À.Á hebben we immers dat
¾0¨#ÅÄiÖ×©"Ý
àcáJâ
¿
¾0¨#Å4þ}Ö×©
¾0¨Ö­©
Äi¾p¥ ° en ¾0¨Ö­©"µG«JÁ
Ý
àcáJâ
¿
¾0¨#Å4þ}Ö×©
¾0¨Ö­©
Äi¾p¥ en ¾0¨Ö×©"µe« ÁÀ
waarbij de gelijkheid in de bovenstaande ongelijkheden geldt wanneer ¾0¨5¦;ÍÐÖ×©ªF¯ . We hebben met andere
woorden dat er een niet-lege klasse  van additieve probabiliteiten op ﬃ ¨#¦© bestaat met eigenschappen 1 en 2
als en alleen als  ° eigenschappen 1 en 2 heeft. Wanneer er een niet-lege klasse  van additieve probabili-
teiten op ﬃ ¨5¦© met eigenschappen 1 en 2 bestaat, dan is  ° de grootste klasse met deze eigenschappen.
Onderstel dat er een niet-lege klasse van additieve probabiliteiten op ﬃ ¨#¦© bestaat die eigenschappen 1 en 2
heeft. Wegens het voorgaande heeft  ° eveneens eigenschappen 1 en 2 en is =(Ì¼ 

 ° . Wegens het
eerste resultaat van lemma 6.5 impliceert dit laatste dat ¨ ¾0¨~ÄSÖ­© ÄSÖ ¥ M  en K}¥~¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á\© zeker verlies
vermijden.
Omdat  ° eigenschap 1 heeft, hebben we:
¾0¨#ÅÈ°t©Ì
àcáJâ
¿\¾0¨Å °©Äi¾p¥ °nÁSÀìÑÅÈ°»¥
ﬃ
¨5¦©
Ó
Wegens de compactheid van  ° bestaat er voor elk element Å ° uit ﬃ ¨#¦© een additieve probabiliteit ¾É¥ﬁ °
zo dat ¾0¨Å ° ©ÐÌ ¾0¨Å ° © . Gebruikmakend van lemma 6.5 betekent dit dat de coherentievoorwaarde (6.6) geldt
voor alle elementen ¨Å °iÀﬂ¦©"¥ ﬃ ¨#¦©¤§¿\¦»Á .
We tonen nu aan dat voor elementen ¨#Åý§ ÀfÖ)§%©Ð¥ﬁÒA§°¤ M § , ¨}¥Î¿  À ÓOÓtÓ À§Á , er een additieve probabiliteit
¾p¥+ ° bestaat zo dat
¾0¨Å)§þ}Ö)§i©ØÌa¾0¨Ö²§2© ¾Ï¨Åý§¸ÄiÖ²§2©
Ó
Er zijn nu twee mogelijkheden. Onderstel dat ¾0¨#¦§ÍØÖ²§2©ÐªT¯ . Omdat  ° eigenschap 2 heeft, volgt hieruit de
gelijkheid
¾0¨Å
§
Ä2Ö
§
©!Ì
àcáJâ
¿
¾0¨#Å
§
þ}Ö
§
©
¾0¨Ö²§2©
Äi¾¥ﬁ 
° en ¾0¨#Ö § ©ÐµK«JÁ Ó
Wegens de compactheid van  ° bestaat er een additieve probabiliteit ¾ï¥Ï ° zo dat ¾0¨Ö § ©µd« en ¾0¨Å § Ä
Ö²§2©Ì
?
Þ
Ã
¬
Þ
K
¬
á
?
Þ
K
¬
á
. Dit impliceert dat ¾0¨Å)§þ}Ö)§2©Ìa¾0¨Ö²§2© ¾Ï¨Åý§¸ÄiÖ²§2© .
Onderstel nu dat ¾¸¨5¦~ÍÖ²§2©Ìï¯ . Omdat  ° eigenschap 1 heeft en compact is, bestaat er een additieve
probabiliteit ¾p¥ ° zo dat ¾0¨#¦ÈÍ%Ö²§i©Ì¯ . Hieruit volgt dat ¾0¨Ö²§i©ØÌd« . Als gevolg hiervan is ¾0¨Å)§SþØÖ)§i©ØÌ
«úÌd¾0¨#Ö
§
© ¾0¨Å
§
ÄiÖ
§
© .
Met lemma 6.5 kunnen we hieruit besluiten dat de coherentievoorwaarde (6.6) geldt voor alle koppels
¨Å
§
ÀcÖ
§
©"¥ﬁÒ
§
¤
M
§ , ¨¥Î¿

À
ÓOÓtÓ
À§Á .
Hiermee hebben we aangetoond dat ¨ ¾0¨~?ÄiÖ­©ÄiÖï¥ M  en K0¥§¿S¯%À ÓOÓtÓ À§Á\© coherent zijn.
Omgekeerd, onderstel dat de bovenprobabiliteiten ¨ ¾0¨ÄÖ×©ÈÄÖ ¥ M  en K}¥4¿¯%À ÓOÓOÓ À.Ái© coherent zijn.
Met lemma 6.5 en de definitie van  ° vinden we dat
¾0¨#Å»©ØÌ
à'áCâ
¿n¾0¨#Å»©Äi¾p¥ 
°
Á
Ó
Hieruit volgt dat  ° eigenschap 1 heeft.
De ongelijkheid in eigenschap 2 volgt onmiddellijk uit de definitie van  ° . Onderstel nu dat ¨Å)§ ÀcÖ²§2©Ð¥
Ò
§
¤
M
§ , ¨;¥d¿

À
ÓOÓtÓ
À§Á , zo dat ¾0¨5¦KÍÖ § ©ª,¯ . Wegens lemma 6.5 bestaat er een additieve probabiliteit
¾p¥+ 
° zo dat
¾0¨Å
§
þ}Ö
§
©ØÌa¾0¨Ö
§
© ¾Ï¨Å
§
ÄiÖ
§
©
Ó
6.4. DE VERALGEMEENDE REGEL VAN BAYES 154
Omdat ¾p¥ ° hebben we dat ¾0¨5¦<Í"Ö²§i©Ðý ¾0¨#¦;Í"Ö)§%©"ªV¯ . Als gevolg hiervan is ¾0¨#Ö)§2©µK« , waardoor
¾0¨#Åý§¸ÄiÖ²§2©Ì
¾0¨Å § þÖ § ©
¾0¨#Ö § ©
Ó
Hieruit volgt dat de gelijkheid in eigenschap 2 geldt. We hebben met andere woorden aangetoond dat de klasse
 ° eveneens eigenschap 2 heeft.
6.4. De veralgemeende regel van Bayes
Laten we voor de eenvoud ervan uitgaan dat ¾ een onvoorwaardelijke coherente bovenprevisie is op de
klasse van alle gokken »¨#¦© op de uitkomstenruimte van een bepaald experiment ¦ . Met ¾ duiden we de
aan ¾ toegevoegde onderprevisie op È¨#¦© aan. Definieer voor elk element Ö van een partitie M van ¦ een
bovenprevisie NE , ¨¸ÄÖ×© op »¨5¦© via de veralgemeende regel van Bayes [GENERALISED BAYES RULE]
wanneer ¾ ¨#Ö×©ÐµG« – dit wil zeggen dat NE ,Ï¨:£ ÄiÖ×© , £ ¥ÐÈ¨#¦© , de unieke oplossing is van de vergelijking
¾¸¨Ö¨:£ ®©©'©ØÌa« (6.8)
in p¥J – en laat verder NE , ¨:£ ÄÖ­© Ì àcáJâ ¿n£~¨8¤!©7Äu¤G¥Ö0Á wanneer ¾ ¨#Ö×©ÏÌ« . De bovenprevisies
NE ,Ï¨­ÄÖ×© , Ö ¥ M , worden de natuurlijke extensies van ¾ tot voorwaardelijke bovenprevisies op »¨5¦©
genoemd. In het bijzonder zijn NE , ¨~uÄCÖ×© , Ö ¥ M , de grootste voorwaardelijke bovenprevisies op »¨5¦© die
coherent zijn met ¾ [Wal91].
In het speciale geval waarin ¾ een Choquet-integraal is met betrekking tot een  -alternerende coherente
bovenprobabiliteit op een veld is het mogelijk om expliciet de oplossing(en) van vergelijking (6.8) te geven.
We overlopen in het volgende voorbeeld hoe dit in zijn werk gaat.
VOORBEELD 6.7. Onderstel dat ¾ een  -alternerende coherente bovenprobabiliteit is op een veld Ç van deel-
verzamelingen van ¦ . Uit voorbeeld 1.114 volgt dat de natuurlijke extensie , van ¾ tot »¨5¦© de Choquet-
integraal met betrekking tot ¾
?
op È¨#¦© is.
Onderstel nu dat M een partitie van ¦ is zo dat M

Ç . Neem verder een element Ö uit M en laat Å een
element van Ç zijn. Dan hebben we voor de gok ÖÏ¨®<Å»© , Î¥ û «JÀt¯ü dat
¨#ÖÏ¨#Åa®©©'©
ß
Ì¨-¯®©©-Ö×ÅTÌ¨'¯®©O¨ÅKþÖ×©
en
¨#ÖÏ¨#Åd®©c©ﬂßÎÌs¨ÖVÍ"ÅÈ©
Ó
Zoals vermeld in voorbeeld 1.75 zijn ¨Ö¨Åd®©©'© ß en ®Ê¨Ö¨Åd®©©'©
ß
, Î¥
û
«CÀO¯ü , comonotone gokken op ¦ .
Laat verder ¾ de aan ¾ toegevoegde onderprobabiliteit op Ç zijn. De aan ¾@? toegevoegde onderprobabi-
liteit op ﬃ ¨#¦© komt dan overeen met ¾
?
(zie gelijkheid (1.21) in paragraaf 1.5.2). Steunend op de comonotone
additiviteit en de asymmetrie van de Choquet-integraal – zie hiervoor eigenschap ¨	<3Ûn© in propositie 1.87 en
eigenschap ¨<
Ô
© in propositie 1.88 – kunnen we voor elementen K¥ û «JÀt¯ü de integraalvergelijking (6.8) als
volgt uitschrijven:
, ¨Ö¨Åd®©©'©ØÌT«²È ¨TÐ©
V
Ö¨Åd®©©X ¾A?Ìa«
È ¨TÐ©CV
ø
¨Ö¨ÅT®©c©
ß
®G¨#ÖÏ¨#Åd®©c©
ß
ù
X ¾
?
Ìd«
È ¨TÐ©
V
¨#ÖÏ¨Åa®©c©
ß
X ¾A?ØÚa¨UTÐ©
V
®Ê¨#ÖÏ¨#Åd®©c©ﬂßMX ¾A?Ìa«
È ¨TÐ©CV¨#ÖÏ¨Åa®©c©
ß
X ¾
?
®G¨UTÐ©WV¨#ÖÏ¨#Åd®©c©
ß
XJ¾
?
Ìd«
È ¨-¯®©O¨TÐ©
V
¨Å~þ}Ö×©X ¾A?Ð®©¨TÐ©
V
¨ÖFÍ"Å»©XJ¾
?
Ìd«
È ¨-¯®© ¾0¨Å~þ}Ö×©®©
¾ ¨ÖFÍ"Å»©ØÌa«
Ó
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De oplossingen Î¥ û «JÀt¯ü van deze integraalvergelijking zijn gegeven door:
7Ì
¾0¨Å~þÖ×©
¾0¨Å~þ}Ö×©Ú4¾ ¨#ÖVÍ"Å»©
als ¾0¨ÅKþÏÖ­©Ú4¾ ¨#ÖVÍ"Å»©µK«10
en
§¥
û
«CÀO¯Oü als ¾0¨ÅKþÏÖ­©Ú4¾ ¨#ÖVÍ"Å»©!Ìd« Ó
Wegens propositie 1.106 hebben we dat
¾0¨#Å~þ}Ö×©Ú~¾ ¨ÖVÍ"ÅÈ©"ÝG¾ ¨#Ö×©Ì¯® ¾0¨5¦;Í"Ö×©
Ó
Hierdoor vinden we dat
NE , ¨#ÅÄiÖ×©!Ì
ëì
ì
ì
í
ì
ì
ìî
¾0¨Å~þ}Ö×©
¾0¨Å~þ}Ö­©Ú4¾ ¨#ÖVÍ"Å»©
als ¾0¨#¦;Í"Ö×©"ªF¯a0
¯ als ¾0¨#¦;Í"Ö×©Ì¯ en ÅKþÖØ(ÌﬂS0
« als ¾0¨#¦;Í"Ö×©Ì¯ en ÅKþÖÌﬂ Ó
(6.9)
Formules (6.9) werden reeds door Walley afgeleid in [Wal81]. Hij heeft ook aangetoond dat NE , ¨~Ä?Ö×© een

-alternerende coherente bovenprobabiliteit op Ç is.
Als ¾ in het bijzonder maxitief is, dan kunnen we ¾ ¨#ÖTÍ"Å»© uitschrijven als
¾ ¨#ÖVÍ"Å»©Ì¯® ¾0¨c¨#¦;Í"Ö×©Z;.¨#ÅKþÖ×©'©
Ì¯®6879>¿ ¾¸¨#¦;Í"Ö×©À ¾0¨ÅKþÖ­©ﬂÁÀ
waardoor
NE , ¨ÅpÄiÖ×©Ì
ëì
ì
ì
í
ì
ì
ìî
¾0¨ÅKþÖ­©
¾0¨Å~þÖ×©Úa¯®©6d79E¿ ¾¸¨#¦;Í"Ö×©À ¾0¨#Å~þ}Ö×©ﬂÁ
als ¾0¨#¦;Í"Ö×©"ªF¯a0
¯ als ¾0¨#¦;Í"Ö×©Ì¯ en ÅKþÖØ(ÌﬂS0
« als ¾0¨#¦;Í"Ö×©Ì¯ en ÅKþÖÌﬂ Ó
(6.10)
>
Via de techniek van natuurlijke extensie vinden we de volgende formules voor het conditioneren van
possibilistische veranderlijken.
VOORBEELD 6.8. Laat RÂ en R ° twee possibilistische veranderlijken in ¨:£ÝÂiÀ ﬃ ¨£ÝÂ©'© en ¨£ ° À ﬃ ¨:£ ° ©'© zijn. We
beschikken voorts over de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie Þ
 æ Î 
4
á
van RÂ en R ° . Onderstel
verder dat de door Þ
æ¾Î 
4
á
bepaalde possibiliteitsmaat k@Þ
æ¾Î 
4
á
op ﬃ ¨:£ÝÂ)¤}£ ° © genormeerd is. Dit impliceert
dat k<Þ
æ¡Î 
4
á
een coherente, maxitieve bovenprobabiliteit op ﬃ ¨£ÝÂ²¤£ ° © is. De possibiliteitsverdelingsfuncties

æ
en 
4
van RÂ en R ° komen overeen met de verdelingen van de marginalen k
æ
en k
4
van k<Þ
 æ¡Î 
4
á
op
ﬃ
¨:£ÝÂO© en ﬃ ¨£ ° © .
De voorwaardelijke possibiliteit dat R ° een waarde in Åï¥ ﬃ ¨:£ ° © aanneemt, gegeven dat RÂ gelijk is aan
een bepaalde waarde PYÂ~¥£ÝÂ , komt overeen met de voorwaardelijke possibiliteit dat ¨	RaÂiÀR ° © een waarde
aanneemt in £ÝÂ~¤~Å , gegeven dat ¨	RÂ2ÀR ° © een waarde aanneemt in ¿.PxÂ\Á¤4£ ° . Met de techniek van de
natuurlijke extensie en (6.10) vinden we voor NE k 
4
ü

æ
¨ÅpÄ/PYÂn©Ì NE , ¨:£ÝÂ²¤ÅÄ¿.PxÂ\Á@¤}£ ° © dat
NE k 
4
ü

æ
¨#ÅÄ/P
Â
©Ì
k<Þ
 æ¡Î 
4
á
¨-¿.PxÂ\Á@¤Å»©
k<Þ
 æ¡Î 
4
á
¨-¿.PYÂiÁ@¤}ÅÈ©Úa¯®687:9E¿/k<Þ
 æ Î 
4
á
¨-¿.PYÂiÁ@¤}ÅÈ©Àk
æ
¨£8ÂÍ¿HPYÂiÁn©ﬂÁ
als k æ ¨:£ Â Í¿HP Â Ái©"ªV¯ ; en anders dat
NE k 
4ü
 æ
¨#ÅÄ/PYÂn©Ì\­
¯ als ÅÚ(ÌQS0
« als ÅTÌQ Ó
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De resulterende voorwaardelijke bovenprobabiliteit NE k 
4 ü
3B
¨?Ä:P Â © , P Â ¥<£ Â , is een genormeerde possibili-
teitsmaat op ﬃ ¨£Ï°© waarvan de verdeling NE  
4 ü
 æ
¨?ÄP Â © in een element PE° ¥£Ï° gegeven is door
NE  
4 ü
 æ
¨PE°ÊÄ/P Â ©Ì
ZÞ
æ¾Î 
4
á
¨PYÂiÀP ° ©
ZÞ
æ¾Î 
4
á
¨PxÂ2ÀP ° ©Úd¯®©687:9E¿.ZÞ
æ¡Î 
4
á
¨PxÂiÀP ° ©Àk9 æ ¨:£ÝÂØÍ¿HPYÂnÁi©ﬂÁ
als k æ ¨:£ÝÂØÍ¿HPYÂnÁi©"ªV¯ , en anders door
NE  
4 ü
 æ
¨PE°ÊÄ/P Â ©Ì ¯
Ó
De via natuurlijke extensie bepaalde voorwaardelijke possibiliteiten NE  
4 ü
 æ
¨P°Ä/P Â © , ¨P Â ÀP°O©ú¥4£ Â ¤.£Ï° ,
zijn zeer oninformatief. We hebben immers dat NE  
4 ü
 æ
¨PE°Ä/P Â ©×Ì¯ tenzij k æ ¨:£ Â ÍÊ¿.P Â Á\©¸ª{¯ . Er kan
maar ten hoogste e´e´n element P Â ¥<£ Â zijn waarvoor k  æ ¨£ Â Í¿.P Â Á\©ÈªÉ¯ , namelijk wanneer P Â het unieke
modale element van de possibiliteitsverdelingsfunctie  æ van R Â is. Hiermee bedoelen we dat P Â het unieke
element van £ Â is met de eigenschap dat  æ ¨P Â ©Ì,¯ . Als  æ verscheidene modale elementen heeft, dan is
NE  
4 ü
 æ
¨PE°ÊÄ/P Â ©ØÌÆ¯ voor alle ¨P Â ÀP°©Ð¥£ Â ¤£Ï° . Conditionering door natuurlijke extensie is dan volledig
oninformatief.
De voorwaardelijke possibiliteiten DE  
4 ü
 æ
¨P ° Ä/PYÂt© , ¨PxÂ2ÀP ° ©"¥£ÝÂZ¤£ ° , die voortvloeien uit Dempster’s
conditioneringsregel, zijn informatiever dan NE  
4 ü
 æ
¨P ° Ä/PxÂt© , ¨PxÂ2ÀP ° ©¥;£ÝÂ@¤7£ ° . Uit propositie 1.106 en
(5.7) volgt immers dat
DE  
4 ü
 æ
¨P°Ä:P Â ©"ý NE  
4 ü
 æ
¨PE°Ä:P Â ©ÀÒÑu¨P Â ÀPE°O©Ð¥}£ Â ¤}£Ï°
Ó
Uit stelling 6.4.6 van Walley [Wal91] volgt dat de via Dempster’s conditioneringsregel bepaalde voorwaarde-
lijke possibiliteiten de meest informatieve zijn die coherent kunnen zijn (zie ook stelling 6.9 in de volgende
paragraaf).
>
In de volgende paragraaf zullen we de coherentie onderzoeken van een aantal modellen van voorwaarde-
lijke en onvoorwaardelijke possibiliteiten. In het bijzonder zullen we het geval behandelen waarin de voor-
waardelijke possibiliteiten berekend zijn via Dempster’s conditioneringsregel.
6.5. Coherente voorwaardelijke en onvoorwaardelijke possibiliteiten
6.5.1. Inleiding. We gaan in deze laatste paragraaf de coherentie na van onzekerheidsmodellen waarin
onvoorwaardelijke en voorwaardelijke possibiliteiten optreden. Meer concreet gaan we ervan uit dat de be-
schikbare informatie beschreven kan worden door een eindig stel possibilistische veranderlijken R Â À ÓOÓtÓ ÀR Î ,
 ¥IeÍÈ¿\«Á die hun waarden aannemen in de eindige verzamelingen £ Â À ÓOÓtÓ À'£ Î . We beschikken over de
volgende informatie.
 De gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie ZÞ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
2<¤
Î
åçæ
¬
£
å
y
û
«JÀt¯ü van de possibilistische
veranderlijken RÂ2À ÓtÓOÓ ÀóR Î . De door Þ
 æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
uniek bepaalde possibiliteitsmaat op ﬃ ¨¾¤
Î
å³æ
¬
£
å
© noteren we
door k@Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
. We onderstellen dat k<Þ
 æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
genormeerd is.
De possibiliteitsverdelingsfunctie van een veranderlijke Å­Ì¨	Riß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀóRiß
¬
© , ¨¥ﬁIÍ>¿n«JÁ , waarbij Ü ° À ÓOÓOÓ À'Ü §
natuurlijke getallen zijn zo dat «×ýGÜ°»ª¨ÁÁCª~ÜZ§×ý? , is vanzelfsprekend de marginale 

Ì*Þ
Ï
4
Î[«[«[« Î ~Ï
¬
á
van ZÞ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
op ¤ §
åçæ
°
£0ß
î
. De possibiliteitsverdelingsfunctie 

is op de volgende manier gedefinieerd.
Laat  Ã ,
B
¥=¤
§
åçæ
°
£
ß
î
, en  K , Ö,¥ ﬃ ¨¡¤
§
åçæ
°
£
ß
î
© , de cilinders in ¨¡¤
Î
åçæ
¬
£
å
À
ﬃ
¨¡¤
Î
åçæ
¬
£
å
©c© zijn zo dat

Ã
ÌÆ¿¨PYÂiÀ
ÓOÓtÓ
ÀP
Î
©Ä¨PxÂiÀ
ÓtÓOÓ
ÀP
Î
©Ð¥¤
Î
å³æ
¬
£
å
en ¨P?ß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀP?ß
¬
©Ì
B
Á30

K
ÌÆ¿¨P
Â
À
ÓOÓtÓ
ÀP
Î
©Ä¨P
Â
À
ÓtÓOÓ
ÀP
Î
©Ð¥¤
Î
å³æ
¬
£
å
en ¨P ß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀP
ß§¬
©"¥7Ö0Á
Ó
Dan is 

in een element PÌ¨P ß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀP
ß§¬
©"¥z¤
§
å³æ
°
£
ß
î gegeven door
ZÞ
Ï
4
Î[«[«[« Î Ï
¬
á
¨PE©ØÌ*k@Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
¨	
¹
©
Ó
Om de notatie te vereenvoudigen zullen we het domein ¤ §
åçæ
°
£¸ß
î van de possibiliteitsverdelingsfunctie van
Å ook noteren door 

.
De door 

uniek bepaalde possibiliteitsmaat op ¨	

À
ﬃ
¨	

©'© noteren we door k

. De duale necessiteitsmaat
van k

noteren we door 

.
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 Een eindig aantal voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfuncties van de vorm 

ü
1
¨>Ä
B
© ,
B
¥©
1
, waarbij
Å en ì veranderlijken zijn gegeven door
Å­Ì¨	Riß
4
À
ÓtÓOÓ
ÀóRiß ¬ ©
en ìÏÌ¨R:
4
À
ÓtÓOÓ
ÀR:C2f©À
met ¿tÜ
å
Ä2ê¥Î¿S¯%À
ÓOÓtÓ
À¨>ÁSÁ , ¨¥ﬁIÍ?¿n«JÁ , en ¿.  Ä¡K ¥§¿¯%À ÓOÓOÓ À~êiÁ2Á , ê ¥+IÍ?¿n«JÁ , twee disjuncte verzamelingen
van natuurlijke getallen zo dat
«­ýGÜ ° ªouÁªGÜ § ý?{0
«­ý ° ª¨ÁuJª 4 ý?
Ó
De bepaling van de voorwaardelijke possibiliteiten 

ü
1
¨PÎÄ
B
© , ¨PÀ
B
© ¥{

¤N
1
, kan eventueel gebeuren
door toepassing van een conditioneringsregel op de informatie bevat in Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
.
De door 

ü
1
¨?Ä
B
© uniek bepaalde possibiliteitsmaat k

ü
1
¨~?Ä
B
© op ﬃ ¨	

© is gegeven door
k

ü
1
¨Ö Ä
B
©Ìz687:9E¿.

ü
1
¨P§Ä
B
©Ä/P=¥Ö0ÁÀÒÑEÖÉ¥
ﬃ
¨	

©
Ó (6.11)
Laat Ò het ruim veld op ¤
Î
å³æ
¬
£
å
zijn gegeven door
ÒÌ ¿/
K
ÄiÖï¥
ﬃ
¨

¤ﬁ
1
©ﬂÁÀ
waarbij voor elke Ö+¥ ﬃ ¨	

¤ﬁ
1
©

K
ÌF¿ ¨PxÂ2À
ÓOÓOÓ
ÀP
Î
©Ä¨PYÂ%À
ÓtÓOÓ
ÀP
Î
©"¥=¤
Î
åçæ
¬
£
å
en ¨c¨P?ß
4
À
ÓOÓOÓ
ÀP>ß
¬
©Àn¨PC
4
À
ÓtÓOÓ
ÀPCC2©'©"¥7Ö0Á
Ó
Merk op dat alle elementen van de partitie M Ì ¿/ Ã Ä
B
¥ﬁ
1
Á van ¤
Î
å³æ
¬
£
å
tot het ruim veld Ò behoren.
We kunnen voor elk element
B
¥=
1
de in k

ü
1
¨>Ä
B
© vervatte informatie representeren door de possibili-
teitsmaat ¾¸¨>Äa Ã © op het ruim veld Ò die in een element  K , Ö+¥ ﬃ ¨	

¤
1
© , gegeven is door
¾0¨	
K
Äa
Ã
©Ìﬂk

ü
1
¨Ö
Ã
Ä
B
©À
waarbij Ö Ã het unieke element uit ﬃ ¨	

© is met de eigenschap dat

K
þ
Ã
Ìﬂ
KﬁD
þ
Ã
À
dit wil zeggen:
Ö
Ã
ÌÆ¿
Í
Ä
Í
¥

en ¨ Í À
B
©"¥Ö0Á
Ó
De gok op ¤
Î
å³æ
¬
£
å
waarin een subject bereid is om een gebeurtenis  K , Öï¥ ﬃ ¨

¤ﬁ
1
© , te verkopen voor
een prijs ¾0¨ K Ä Ã © , voor zover de gebeurtenis  Ã ,
B
Ì¨
B

4
À
ÓOÓtÓ
À
B
C2ﬂ©"¥ﬁ
1
, optreedt, is gegeven door
Ù¨
K
Ä
Ã
©Ìﬂ
Ã
û
¾0¨	
K
Ä
Ã
©u®{
K
üEÌQ
Ã
û
k

ü
1
¨#Ö
Ã
Ä
B
©u®{
KﬁD
ü
Ó
Anders gezegd: Ù}¨ K Ä² Ã © is de gok tegen ÅÉ¥ Ö Ã als gegeven is dat ì+Ì
B
. We zullen daarom
Ù}¨
K
Ä
Ã
© ook noteren door Ù

ü
1
¨Ö
Ã
Ä
B
© .
Stel concreet dat ¨7Å ° Àóì ° © , ÓOÓtÓ , ¨gÅ  Àì  © , waarbij x×¥NI~Í»¿\«Á , koppels possibilistische veranderlijken zijn
die alle gegeven zijn zoals het zojuist voorgestelde koppel ¨7ÅEÀì>© . Tenzij uitdrukkelijk anders gesteld gaan we
ervan uit dat alle possibiliteitsmaten k<Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
en k
E
ü
1FE
¨EÄ
B
© ,
B
¥z
1
E
, ï§¥a¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À|x2Á genormeerd zijn.
Dit zorgt ervoor dat de possibiliteitsmaten k<Þ
 æ¡Î[«[«[« Î 
Ð
á
en k

E
ü
1
E
¨>Ä
B
© ,
B
¥©
1FE
, ïÏ¥4¿S¯%À ÓOÓtÓ ÀVx%Á , afzonderlijk
genomen coherent zijn. Dit model van voorwaardelijke en onvoorwaardelijke possibiliteiten vermijdt zeker
verlies (is coherent) als en alleen als k<Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
en ¾0¨Ä4
Ã
© ,
B
¥
1
E
met ï~¥¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À|x2Á , zeker verlies
vermijden (coherent zijn). Laten we nu voor dit model de in definities 6.1 en 6.2 uiteengezette rationaliteits-
voorwaarden bekijken.
® Primo, de possibiliteitsmaten k@Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
en k
E
ü
1*E
¨>Ä
B
© ,
B
¥N
1FE
, ï0¥<¿S¯SÀ ÓOÓtÓ ÀVx%Á of, equivalent hiermee,
de possibiliteitsverdelingsfuncties Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
en 
E
ü
1FE
¨~?Ä
B
© ,
B
¥J
1FE
, ï~¥p¿S¯SÀ ÓtÓOÓ À|x2Á vermijden zeker
verlies als en alleen als voor alle positieve ree¨elwaardige afbeeldingen Þ op ﬃ ¨¡¤
Î
åçæ
¬
£
å
© en voor alle posi-
tieve ree¨elwaardige afbeeldingen 
ð
, ï0¥<¿¯%À ÓtÓOÓ À|x2Á op ﬃ ¨	

E
©u¤ﬁ
1
E
er een element P.¥*¤
Î
åçæ
¬
£
å
bestaat
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zo dat
ä
ÃEHG
Þ
t
Ð
îJI
B
½
î
á
Þ¨#Å»©
û
k@Þ
 æ Î[«[«[« Î 
Ð
á
¨ÅÈ© ®<Åú¨P>©HüCÚ

ä
ð
æ
°
ä
K
HG
ÞJKL
E
á
Ã

K
Ý
E

ð
¨Ö À
B
©-Ù
E
ü
1FE
¨Ö,Ä
B
©¨P>©ÝK«
Ó (6.12)
® Secundo, de possibiliteitsmaten k<Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
en k
 E
ü
1 E
¨EÄ
B
© ,
B
¥
1FE
, ï7¥d¿¯%À ÓtÓOÓ À|x%Á of, equivalent hier-
mee, de possibiliteitsverdelingsfuncties Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
en 
 E
ü
1 E
¨?Ä
B
© ,
B
¥¬
1FE
, ï¥~¿¯%À ÓtÓOÓ À|x2Á zijn coherent
als en alleen als voor alle positieve ree¨elwaardige afbeeldingen Þ op ﬃ ¨¡¤
Î
åçæ
¬
£
å
© en voor alle positieve
ree¨elwaardige afbeeldingen 
ð
, ïú¥Î¿S¯SÀ ÓtÓOÓ ÀVx%Á op ﬃ ¨	
 E
©ñ¤ﬁ
1 E
de volgende twee voorwaarden gelden:
¨:ê-© voor alle ¥ ﬃ ¨¡¤
Î
åçæ
¬
£
å
© bestaat er een element P=¥=¤
Î
åçæ
¬
£
å
zo dat
ä
ÃEHG
Þ
t
Ð
îJI
B
½
î
á
Þ¨Å»©
û
k@Þ
æ.Î[«[«[« Î 
Ð
á
¨#Å»©u®<Åú¨P>©HüCÚ

ä
ð
æ
°
ä
K
HG
Þ>KL
E
á
Ã

K
Ý
E

ð
¨ÖÏÀ
B
©-Ù
 E
ü
1 E
¨Ö,Ä
B
©O¨P>©
Ýzk<Þ
 æ Î[«[«[« Î 
Ð
á
¨© ®{¸¨PE© 0 (6.13)
¨:êHê-© voor alle ¨¼=À Í ©Ø¥ ﬃ ¨	

 ©¤ﬁ
1
 waarbij b"¥Î¿S¯SÀ ÓOÓtÓ ÀVx%Á bestaat er een element P7¥z¤ Î
å³æ
¬
£
å
zo dat
ä
ÃEHG
Þ
t
Ð
îJI
B
½
î
á
Þ¨Å»©
û
k@Þ
æ.Î[«[«[« Î 
Ð
á
¨#Å»©u®<Åú¨P>©HüCÚ

ä
ð
æ
°
ä
K
HG
Þ>KL
E
á
Ã

K
Ý
E

ð
¨ÖÏÀ
B
©-Ù
 E
ü
1 E
¨Ö,Ä
B
©O¨P>©
ÝKÙ


ü
1

¨#¼{Ä
Í
©O¨P>©
Ó (6.14)
Voor het bijzonder geval van twee veranderlijken – dus voor  Ì¯ – hebben Walley en De Cooman
[Wal99] het volgende resultaat aangetoond.
STELLING 6.9. Onderstel dat voor alle ¨PYÂ2ÀP ° ©"¥£ÝÂ)¤£ ° :
Þ

æ
Î 
4
á
¨P
Â
ÀPE°t©Ì¯
º


4
ü

æ
¨P°Ä/P
Â
©Ì¯
Ó (6.15)
Dan vermijden Þ
 æ¡Î 
4
á
en 

4Áü
æ
¨>Ä/PYÂn© , PYÂ7¥G£ÝÂ zeker verlies. Wanneer aan (6.15) voldaan is e´n aan het
analogon daarvan dat verkregen wordt door omwisseling van PYÂ en P ° , dan vermijden ZÞ
æ¾Î 
4
á
, 

4Áü
æ
¨EÄ/PYÂt© ,
PYÂÈ¥£ÝÂ , en 
æ
ü

4
¨?Ä:P
°
© , P ° ¥}£ ° zeker verlies.
Verder zijn Þ
 æ¾Î 
4
á
en 

4Áü
æ
¨>Ä/PYÂn© , PxÂÈ¥£ÝÂ coherent als en alleen als de voorwaardelijke possibiliteiten


4ü
 æ
¨P
°
Ä:PYÂO© , ¨PYÂ%ÀP ° ©Ð¥}£8Â)¤}£ ° voldoen aan
DE  
4
ü

æ
¨PE°Ä:P
Â
©"ý

4
ü

æ
¨PE°Ä:P
Â
©ý NE  
4
ü

æ
¨P°Ä/P
Â
© (6.16)
wanneer  æ ¨PxÂt©"µG« .
In de volgende deelparagrafen zullen we dit resultaat van Walley en De Cooman in zekere zin veralgeme-
nen naar een eindig aantal possibilistische veranderlijken RaÂ\À ÓtÓOÓ ÀóR Î , NMÏI~Í¿POÁ . Met een gelijklopend be-
wijs kunnen we vooreerst aantonen dat de possibiliteitsverdelingsfuncties ZÞ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
en 

E
ü
1
ERQ
>Ä
BTS
,
B
Mﬁ
1FE
,
ïUM¿ﬂV%À
ÓOÓtÓ
ÀVx%Á , zeker verlies vermijden op voorwaarde dat de possibiliteiten uit dit model voldoen aan een
analogon van (6.15).
STELLING 6.10. Onderstel dat voor alle PWM¤
Î
åçæﬁX*Y
å
: als Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
Q
P
S
ÌZV , dan is voor alle ï5M§¿ﬂV%À ÓOÓtÓ ÀVx%Á
eveneens 

E
ü
1
E:Q
Í
ð
Ä
B-ð*S
Ì[V waarbij
B-ð
en
Í
ð
de projecties zijn van P op 
1FE
en 
E
. Dan vermijden
Þ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
en 

E
ü
1
ERQ
?Ä
BTS
,
B
MÏ
1FE
, ï5M§¿ﬂV%À ÓOÓtÓ ÀVx%Á , zeker verlies.
BEWIJS. Omdat k<Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
bij onderstelling een genormeerde possibiliteitsmaat is, bestaat er wegens de ein-
digheid van ¤
Î
åçæﬁX)Y
å
een element P\M¼¤
Î
å³æ]X*Y
å
zo dat Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
Q
P
S
Ì^V . Laten we voor dit element voor-
waarde (6.12) verifie¨ren. Als P_MïÅ , dan is k<Þ

æ
Î[«[«[« Î 
Ð
á
Q
Å
Sa`
Å
Q
P
S
ÌbV
`
VKÌcO . Als de projectie Í
ðvan P op 
E
tot Ö behoort en de projectie
B-ð
van P op 
1FE
gelijk is aan
B
, dan is Ù
E
ü
1FE
Q
Ö Ä
BHS
Q
P
S
Ì

Ã
û
k
E
ü
1FE
Q
Ö,Ä
BTS`

K
ü
Q
P
S
ÌdV
Q
V
`
V
S
ÌeO . Het linkerlid van (6.12) kunnen we nu vereenvoudigend schrij-
ven als
ä
ÃEHG
Þ
t
Ð
î+I
B
½
î
álÎ
¹
¥%Ã
Þ
Q
Å
S
k<Þ
 æ.Î[«[«[« Î 
Ð
á
Q
Å
S
Ú

ä
ð
ægf
ä
K
HG
ÞJKL
E
á
Ë
E
¥
K

ð
Q
Ö À
B-ð)S
k

E
ü
1
E:Q
Ö,Ä
B-ð*S
À
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en dit is positief zoals vereist wordt. Hieruit kunnen we besluiten dat ZÞ
 æ Î[«[«[« Î 
Ð
á
en 
E
ü
1FE Q
>Ä
BTS
,
B
Mﬂ
1 E
,
ï5M.¿RV%À
ÓtÓOÓ
À|x%Á , zeker verlies vermijden.
Hieruit kunnen we opnieuw besluiten dat Dempster’s conditioneringsregel zo is dat possibiliteitsverde-
lingsfuncties Þ
 æ Î[«[«[« Î 
Ð
á
en DE 
E
ü
1*E Q
EÄ
BTS
,
B
MÀ
1 E
, ïhMp¿RV%À ÓOÓOÓ À|x%Á , zeker verlies vermijden. In het licht
van onze studie van possibilistische processen is Dempster’s conditioneringsregel van speciaal belang omdat
we er een studie van possibilistische Markov-processen mee kunnen ontwikkelen (zie hoofdstuk 5). Voor
de berekening van de voorwaardelijke possibiliteiten zullen we ons daarom vanaf nu beperken tot Dempster’s
conditioneringsregel. In paragraaf 6.5.2 bewijzen we dat de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie
van de possibilistische veranderlijken RÂiÀ ÓOÓtÓ ÀóR Î samen met de voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfunc-
ties van elke possibilistische veranderlijke Riß:i
f
, ÜUM;¿POJÀ ÓtÓOÓ ÀV
`
V2Á , gegeven de waarden aangenomen door
de veranderlijken RaÂiÀ ÓtÓOÓ ÀRiß op de voorafgaande tijdstippen ¿POJÀ ÓtÓOÓ ÀcÜuÁ , coherent zijn.
STELLING 6.11. De verdelingen ZÞ
æ¾Î[«[«[« Î 
Ð
á
en DE   Ï¶
4ü
Þ
æ¾Î[«[«[« Î  Ï á
Q
>Ä/P
S
, P\M¼¤
ß
å³æﬁX*Y
å
, ÜZMÆ¿FOCÀ ÓOÓtÓ ÀX
`
V2Á
zijn coherent.
We tonen verder in paragraaf 6.5.3 aan dat de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van een
eindig stel possibilistische veranderlijken die aan de Markov-voorwaarde voldoen, en de met deze veranderlij-
ken bepaalde ¨ -stapstransitiepossibiliteiten eveneens een coherent model vormen.
STELLING 6.12. Als de possibilistische veranderlijken R Â À ÓOÓOÓ ÀR Î aan de Markov-voorwaarde voldoen, dit wil
zeggen: voor alle Í Ì
Q
Í
Â2À
ÓOÓtÓ
À
Í
ß
S
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ß
åçæﬁX Y
å
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B
M
Y
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`
V%Á :
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Ä
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
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
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á
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ü
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EÄ/P
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, PUM
Y
ß ,
Q
Ü À¨
S
M{IJ¤NIKÍ¿FOJÁ zo dat
O¸ý~ÜjmGÜ0Ú=¨ý? coherent.
6.5.2. Bewijs van stelling 6.11. We veralgemenen stelling 6.9 door aan te tonen dat het model gevormd
door de possibiliteiten ZÞ
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Ð
á
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4´ü
Þ
 æ¾Î[«[«[« Î 
Ï
á
Q
EÄ/P
S
, PZM¤
ß
åçæﬁX)Y
å
, ÜnM ¿POJÀ ÓtÓOÓ ÀV
`
V%Á , coherent
is. Hiertoe zullen we een familie van additieve probabiliteiten construeren die aan de voorwaarden 1 en 2 uit
stelling 6.6 voldoet.
Omdat k  æ een genormeerde possibiliteitsmaat is op de eindige machtklasse ﬃ
Q
Y
Â
S
kunnen we steeds een
element o¾Â uit
Y
Â nemen zo dat 
æ
Q
o¾Â
S
ÌpV .
Voor een element ¨ uit ¿POJÀ ÓtÓOÓ ÀV
`
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¤
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Q
P
S
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4
á
Q
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ÓtÓOÓ
ÀP
§
À
BTS
À
B
M
Y
§
i
f
Ó
Merk op dat wegens de eindigheid van
Y
§
i
f
zo’n maximaliserend element steeds bestaat.
Laten we verder de identieke permutatie van ¤ §
åçæﬁX
Y
å
, ¨rMÎ¿FOJÀ ÓOÓtÓ ÀX<Á noteren door Å § Î § .
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Å
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i
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§
i
ß
ß
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§
i
ß
·
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§
Î
§
i
ß
ß
f
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Q
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S
MﬁIts zo dat O¸ýz¨rmz¨Ú4Ü§ýD7À
kunnen we iteratief een klasse van afbeeldingen
Q
Å
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Y
å
yÉ¤
ß
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Y
å
Ä
Q
¨EÀ'Ü
S
M.¿POJÀ
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ÀV<Á
s
zo dat ¨Ïý
Ü
S
genereren met de volgende eigenschappen:
`
voor elk element PuM=¤ §
åçæﬁX*Y
å
waarbij ¨ en Ü natuurlijke getallen zijn zo dat O­ýs¨ÏýKÜ§ýD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­
Å
§
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Q
P
S
å
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å
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
æ
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Q
Å
§
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Q
P
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
æ
Î[«[«[« Î 
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Q
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`
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 :
Å
§
Î ß0ÌDÅ
4
Î ß
·
Å
§
Î
4
Ó
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Voor elk element P uit ¤ ß
åçæﬁX
Y
å
, waarbij Ü een natuurlijk getal waarvoor OrmaÜKý , noteren we met ¾ ¹
de unieke additieve probabiliteit op ﬃ
Q
¤
ß
å³æﬁX Y
å
S
bepaald door de volgende voorwaarden:
¾
¹
Q
¿.P
Á
S
ÌzZÞ
æ¾Î[«[«[« Î  Ï á
Q
P
S
0 (6.17)
voor elke ¨M§¿POJÀ ÓOÓOÓ ÀcÜ
`
V%Á zo dat ZÞ
 æ Î[«[«[« Î  ¬ á
Q
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ÓtÓOÓ
ÀPY§
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á
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f
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O
¾
¹
Q
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Q
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ÀPY§
S
Á
S
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Q
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ÓOÓtÓ
ÀPx§
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4
á
Q
P Â À
ÓOÓtÓ
ÀPx§ i
f
S
0 (6.18)
en
¾
¹
Q
¿uÅ
X
Î ß
Q
o.Â
S
Á
S
ÌpV
`
 æ
Q
PYÂ
S
À (6.19)
op voorwaarde dat  æ
Q
PYÂ
S
meV ; in alle andere elementen
B
van ¤
ß
åçæﬁXFY
å
is
¾
¹
Q
¿
B
Á
S
ÌxO
Ó (6.20)
Zie figuur 6.1 voor een schematische voorstelling van de verdeling van ¾ ¹ .
pi (f
 o,...,f n) (x o,..., x n)
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Figuur 6.1: Schematische voorstelling van de verdeling van ytz
Voor deze additieve probabiliteit stellen we verder
{
?ﬂ|~}p*rPrqJﬁF

en y zŁ
FFChTﬂ
Uit de definitie van ytz volgt onmiddellijk dat de elementen van {
?
|
gegeven zijn door:
ﬂF

Ł'
))



waarbij 
F

)*


zo dat
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥/¦
Ł


)*




] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§©¨3¦
Ł


)*

/ªg«
C¬T­


als ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡®¦
Ł'
¯¬
;




Ł°)

wanneer 
¡¢
Ł
C±

.
PROPOSITIE 6.13. De additieve probabiliteit ytz , met

²

+])

en

³
:
))
´

, heeft de volgende
eigenschap: µ
y
zŁ
FP·¶
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł
T
º¹
"¬

Jﬁ


­
y
zŁ


P»}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł'
/
BEWIJS. Bij definitie is y zŁ


¸v}
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł'

. Neem nu een element

uit


Jﬁ


dat verschillend is van
 . Als

niet tot
{
?ﬂ|
behoort, dan is uiteraard y zŁ
*FC}Z¶
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł
T
. Laten we daarom ervan uitgaan
dat

tot
{
?ﬂ|
behoort.
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Wanneer

gelijk is aan  F

Ł  
)*



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-
in:
Figuur 6.2: Grafische rechtvaardiging van het resultaat in propositie 6.14
We tonen aan dat de familie van additieve probabiliteiten y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
, 
F

*)
´_

, die we kunnen
associe¨ren met een element

}
Ł'¸
*)
É
=x
É
+]


en zijn projecties op


Jﬁ


,

ÊP

*)
´Ë¬

,
consistent is. Hiermee bedoelen we dat y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¨
¦ de marginale is van de additieve probabiliteit y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®)Ì/¦
op Í Ł


¨
+]



wanneer
5¶

«
±
]Î
¶
´ . Figuur 6.2 geeft een grafische rechtvaardiging van dit resultaat.
PROPOSITIE 6.14. Laat
j¶

«
±

Î
¶
´
. Neem een element

}
Ł'
))


Ì

uit


Ì
Jﬁ


. Dan is de
additieve probabiliteit y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¨
¦ verbonden met de projectie
Ł:
)*


¨

van

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

¨
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

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

¨
+]



van de additieve probabiliteit y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®)Ì/¦
.
BEWIJS. Om dit aan te tonen kunnen we zonder verlies aan algemeenheid onderstellen dat

«
}

en

Î
}
ÏÐ
waarbij

jF

)*
´Ñ¬

. Neem een element Ò uit

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
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y
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Ò
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Ò
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¯
als en alleen als er elementen

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{
?
|
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Ł

¸
))



q}
Ò

(6.21)
Laten we het rijtje van alle mogelijke elementen van {
?ﬂ|
met deze eigenschap afgaan.
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 Als  tot
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}
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Als 
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


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{
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behoort en aan (6.21) voldoet, dan is Ò
}
Ł'
)*



. Als gevolg hiervan
moet elk ander element uit
{
? |
dat aan (6.21) voldoet gelijk zijn aan

. Omdat

in elk geval aan (6.21)
voldoet, vinden we:
y zŁ

Ò

~Ó*Ó)ÓT
Ò

~

ªg«
q}
y zŁ


¸
Ï y zŁ





ªt«
Ł'  
))


ÔF
}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §©¨ ¦
Ł

Ï
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł


)*




] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡® §©¨ ¦
Ł'

}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł'
)*



}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł

Ł¸
)*


ÔP
}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦
Ł

Ò
F/

Laten we nu ervan uitgaan dat voor een waarde 
P

))
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
het element ﬂF
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
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Onderstel uit het ongerijmde dat er een tweede element in {
?R|
is dat aan (6.21) voldoet.
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)*




}


Omdat 



ªt«
Ł°


tot
{
?ﬂ|
behoort, is  ¡ ¢ Ł'

=±
 . Omdat bij onderstelling  ¡ ¢ Ł°

¯}
 , impliceert dit
dat 

Õ}
°

, wat strijdig is met het voorgaande.
6.5. COHERENTE VOORWAARDELIJKE EN ONVOORWAARDELIJKE POSSIBILITEITEN 163
Er is dus geen tweede element in
{
?ﬂ|
dat aan (6.21) voldoet. Hieruit kunnen we nu halen:
y zŁ

Ò

~jÓ)Ó*Ó
Ò

~r

ªg«
q}
y zŁ

 F

ªg«
Ł  
)*


/F
}
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł'  
*)




¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§R¨¦
Ł'  
*)

Øªg«

}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł

ﬂF

Ł'
))


ÔF
}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł

Ò
FØ

Onderstel ten slotte dat 



ªg«
Ł°*

tot
{
? |
behoort en aan (6.21) voldoet. Omdat Ò 
}




ªg«
Ł°)


Õ}

,
zijn er geen andere elementen van {
? |
die aan (6.21) voldoen. Hierdoor vinden we:
ygz Ł

Ò 
~Ó*Ó)ÓT
Ò

~r

ªt«
v}
ygz Ł





ªg«
Ł°)
Ô¸
}
¾

¡ ¢
Ł° 

}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł





Ł° 
/P
}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł

Ò
*/
Het volgende lemma geeft een voldoende voorwaarde opdat de bovenenveloppe van een klasse van addi-
tieve probabiliteiten een possibiliteitsmaat is.
LEMMA 6.15. Stel dat  de verdeling is van een genormeerde possibiliteitsmaat Þ op de machtklasse Í Łàß

van een niet-lege verzameling ß . Laat á een klasse van additieve probabiliteiten op Í Łß

zijn die aan de
volgende twee voorwaarden voldoet:
1. y
Ł


¶Ðâﬁ¸C¶¬â
voor alle y

á en voor alle
âujã 
*Øä
;
2. als å

ß
zo dat 
Ł
å
¯h
, dan is er een element y

á zo dat y
Ł

å
Fq}

Ł
å

.
Dan is Þ de bovenenveloppe van á .
BEWIJS. Neem een element æ uit Í Łß

. Dan is æ^ç


¶
Þ
Ł
æ
/
. Wegens de eerste voorwaarde waaraan
á voldoet hebben we voor elk element y van á dat
y
Ł
æ
¯¶
y
Ł


¶
Þ
Ł
æ
ØPC¶
Þ
Ł
æ
/
(6.23)
Dit wil zeggen dat alle elementen uit de klasse á op Í
Łàß

gedomineerd worden door Þ .
Als Þ
Ł
æ
q}è
, dan impliceert dit dat
Þ
Ł
æ
v}xéêTëﬁ
y
Ł
æ
¾
y

á
ﬂ
Als Þ
Ł
æ
ìn
, dan bestaat er voor elke í
\ã 
))ä
zo dat í
±
Þ
Ł
æ

een element åwî

æ zo dat í
±

Ł
åwî

.
Wegens de tweede voorwaarde waaraan á voldoet bestaat er een element y î

á zo dat
í
±

Ł
å
î
q}
y
îØŁ

å
î
PC¶
y
î)Ł
æ
¯¶
Þ
Ł
æ


hierbij steunend op ongelijkheid (6.23). Hierdoor vinden we opnieuw dat
Þ
Ł
æ
v}xéêTëﬁ
y
Ł
æ
¾
y

á
ﬂ
Hiermee is het lemma aangetoond.
Voor eindige verzamelingen ß kunnen we lemma 6.15 als volgt formuleren.
LEMMA 6.16 ([Wal99]). Stel dat  de verdeling is van een genormeerde possibiliteitsmaat Þ op de macht-
klasse Í
Łß

van een eindige, niet-lege verzameling
ß
. Laat á een klasse van additieve probabiliteiten op
Í
Łß

zijn die voor elk element å

van
ß
aan de volgende twee voorwaarden voldoet:
1. y Ł


¶

Ł
å

Ô¸C¶

Ł
å


voor alle y

á ;
2. als  Ł å

C¬
, dan is er een element y

á zo dat y Ł

å

Fv}

Ł
å


.
Dan is Þ de bovenenveloppe van á .
Met lemma 6.16 tonen we aan dat elke possibiliteitsmaat Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦ ,

F

*)
´

, de bovenenveloppe
is van de additieve probabiliteiten y z , 
e

Jﬁ


. Hiertoe kunnen we ons in het bijzonder beperken tot die
additieve probabiliteiten y z , 


Jﬁ


, waarvoor  voldoet aan ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¦ Ł
¯¬
.
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PROPOSITIE 6.17. De possibiliteitsmaat Þ  J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¦ , 
hF

*)
´

, op Í Ł


Jﬁ



met ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡®¦ als ver-
deling is de bovenenveloppe van de klasse van additieve probabiliteiten
á

}p
y z


¬qJﬁ 

en ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®:¦ Ł'
¾h©R
BEWIJS. Omdat


Jﬁ*

een eindige verzameling is kunnen we de eigenschap aantonen door gebruik te maken
van lemma 6.16.
Bij definitie hebben we voor elk element  uit


Jﬁ


dat y zŁ


Pì}
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł'

. Dit betekent dat
á

aan de tweede voorwaarde in lemma 6.16 voldoet.
We moeten alleen nog verifie¨ren of á

aan de eerste voorwaarde in lemma 6.16 voldoet. Neem hiertoe
een element  uit


+])

zo dat ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡®¦ Ł'
¯h
. Laat verder
âWÊã 
))ä . Wegens de eindigheid van


+])
hebben we dat
ygz Ł

] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¸¦
¶¬âﬁ¸v} ï
ð¸ñRòóô+õ
¢)ö ÷ ÷ ÷ ö
õ
®:øúùﬁûPüýRþﬂß
|
ygz Ł
*FØ
(6.24)
Wanneer
â^}º
of
â^}

vinden we dat ygz Ł

] J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶ â]P\¶ â
. Voor
â^}

hebben we dat
ytz Ł

] J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶

Pì}
ytz Ł


+]*

½}

. Voor
âÐ}Ñ
hebben we dat ytz Ł

] >¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶_TP5}Ñ
. Het
omgekeerde zou immers impliceren dat er een element
j
] J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶hH

{
? |
is zo dat ygz Ł

] J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶
H¸

ytz Ł
*F5³
. Wegens propositie 6.13 is ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦
Ł
T

ytz Ł
*F½³
. Dit is evenwel onmogelijk
omdat

] >¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
¶T
.
Laten we daarom onderstellen dat
âW
ä

)
ã
. Er zijn nu twee mogelijkheden.
Ofwel is ygz
Ł

] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶Ðâﬁ¸q}x
. Dan is ytz
Ł

] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶¬â]PC¶Ðâ
.
Ofwel is ytz
Ł

¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶Ðâﬁ¸C
. Dit impliceert dat

] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶hâ]

{
?
|rÕ}

. Uit de onderstelling
dat
â³
ä

*
ã
volgt onmiddellijk dat 



Ł°)
Õ 
¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶Nâﬁ

{
?
|
. Het omgekeerde zou immers
impliceren dat
â

] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł




Ł°

q}

¡
¢
Ł°

v}
:
wat onmogelijk is. Alle elementen van

¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
¶ â]

{
?R|
zijn dus van de vorm  F

Ł'


))



met

 P

))


. Laat vervolgens  het kleinste natuurlijke getal uit
F

)*


zijn zo dat
a

Ł':
*)


Cj
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
¶¬â]
en a

Ł'
*)


¯
{
?
|
. Dit impliceert dat
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
a

Ł'¸
))


v}
¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¦
Ł:
*)


C¶¬â¼
Er zijn nu twee mogelijkheden.
 Ofwel is 
±
 . We hebben dan dat
¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¦
Ł:
)*




¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
§©¨
¦
Ł:
*)

¯ªg«
Ch
Voor een natuurlijk getal
ÚÖj

Ïx:
)*
h

hebben we dan:
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3Ýú¦
Ł


*)

Ù


¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡8Ý§©¨8¦
Ł


)*

Ù
ªg«
C¬
	
y
zŁ

¸Ù


Ł


*)

Ù
ØF¯hT­
Met (6.24) vinden we:
ytz
Ł

] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
¶hâ]P
}



«

Ù


ã
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
Ý
¦
Ł':
*)

Ù


] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
Ý§©¨
¦
Ł:
*)

Ù
ªg«

äHÏ
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł'

}
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡

¦
Ł'


*)


¯¶¬â]
 Ofwel is 
}
 . Dan is  a

Ł'


))


C}
 en

] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
¶èâﬁ

{
?R|ì} 


. Met (6.24) vinden we
dat
ytz
Ł

] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
¶¬â]Pq}
ygz
Ł


F×}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł
¯¶Ðâ]
Hiermee is de propositie aangetoond.
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DEFINITIE 6.18. Laat 
pP

*)
´ e

. Neem een element 
@ 
ªg«
+]


zo dat ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡® §©¨ ¦ Ł'
r_
.
Voor een element
}
Ł

¸
*)




uit


Jﬁ)

zo dat y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® ¦
Ł
*F¾x
duiden met ytz Ł
ÓﬂT
de additieve
probabiliteit op Í Ł


ªg«

aan zo dat
ygz Ł
PTq}
ytz Ł
*

~jÓ)Ó*ÓT*

~


y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*

~jÓ)Ó*Ó*

¸
[¹

Í Ł


ªg«
/
PROPOSITIE 6.19. Laat

xP

))
´^\

. Neem een element

n 
ªg«
Jﬁ


zo dat ] J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł'
5n
.
Stel

is een element van


Jﬁ 

. Laat voorts

een element van Í Ł


ªg«

zijn.

Als ygz Ł
PT
gedefinieerd is, dan is ygz Ł
HC¶
DE Þ
¡ ®
§©¨
 >¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
Ł
PT
.
 Als Þ  >¡¢ ¤£¤£¤£  ¡® §©¨ ¦ Ł
 
ªg«
+ﬁ



F

hÓ)Ó*Ó¼*

j

ªg«
±

, dan is er een element Ò
@ 
ªg«
+]


met
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §R¨ ¦
Ł Ò
C
waarvoor y Ł
PTq}
DE Þ
¡® §©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł
H
.
BEWIJS. Wegens definitie 6.18 hebben we: y zŁ
©T
is gedefinieerd als en alleen als y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*FÖe
.
Dit laatste is equivalent met stellen dat
u
{
?
ô
|
¢ ö ÷ ÷ ÷ ö
|
® ø
. Laten we alle mogelijke keuzen voor

e´e´n voor e´e´n
aflopen.
 Ofwel is
"}
Ł  
)*



. Deze keuze voor

is steeds mogelijk: uit de onderstelling dat ] >¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3® §©¨ ¦ Ł
¯

volgt immers dat
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł

Ł'
*)


/Fv}
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł'
))




¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §R¨ ¦
Ł
 T
Wegens de eindigheid van


ªg«
Jﬁ


kunnen we schrijven:
ytz
Ł


~jÓ)Ó)Ó 


~

q}
ygz
Ł


~jÓ)Ó*Ó


~


{
?
|ﬂ/
Er zijn nu twee mogelijkheden. Ofwel is


ìÊÓ*Ó)Ój


 


{
?
|5}

. Dit impliceert onmiddellijk
dat
ytz
Ł
PTq}Ð½¶
DE Þ
¡
®
§©¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
PTØ
Ofwel is


~jÓ)Ó*Ó


~


{
?
|rÕ}

. Dit betekent dat


ªg«


of 



ªg«
Ł':
*)




ªg«



Er zijn weer twee mogelijkheden. Ofwel is 



ªg«
Ł'
))




ªg«


. Dan is
DE Þ
¡
®
§©¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
PT

DE
¡
®
§©¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł




ªg«
Ł:
)*




ªg«

Ł:
)*



}
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®
§©¨
¦
Ł




ªg«
Ł


*)



¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł


)*



}
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł'


))



] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł'
))



}


Als gevolg hiervan is ygz
Ł
¸Hq}
ygz
Ł

Ł':
*)


C¶

}
DE Þ
¡3®
§©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł
PT
.
De andere mogelijkheid is dat 



ªg«
Ł


*)




ªg«
Õ
 en 

ªg«

 . Dit impliceert:
ytz
Ł


~Ó*Ó)Ó 


~

q}
ygz
Ł


Pq}
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł'
/­
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦
Ł

Ł:
*)


/Pq}
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł':
*)


Ø
Als gevolg hiervan is
y
zŁ

Ł


)*


q}
y
zŁ



~Ó*Ó)ÓT


~


y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦
Ł

Ł:
*)


/P
}
¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§R¨
¦
Ł'

¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł:
)*



}
DE
¡
®
§R¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł

ªt«

Ł'
)*



¶
DE Þ
¡
®
§R¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł

Ł'
)*


)
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 Ofwel is
½}
 F

Ł  
)*



waarbij 
jF

*)
 h

waarvoor
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł':
*)




¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§R¨3¦
Ł'¸
*)

Øªg«
C¬T
(6.25)
Uit de eindigheid van
 
ªg«
Jﬁ


volgt dat
y zŁ
*

~jÓ)Ó*ÓTj*

~

q}
y zŁ
F

 ÊÓ)Ó*ÓT F

~


{
?R|/
Als
F

 Ó)Ó*Ó¾F




{
? |l}

, dan volgt onmiddellijk dat ytz Ł
PTq}èì¶
DE Þ
¡ ®
§R¨
 J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
Ł
PT
.
Onderstel daarom dat
*

q5Ó)Ó*Ó/ F




{
? |rÕ}

. We tonen eerst aan dat
F

q5Ó)Ó*Ó/ F

qa

ªg«

{
? |ì} 
ﬂF

ªg«
Ł¸
)*


Ô
. De onderstelling
F

~ÊÓ)Ó*Ój*

ì


{
? | Õ}

zal dan impliceren dat
F

¯Ó)Ó*ÓP*

¯


{
? |~}e
ﬂF

ªg«
Ł':
*)


Ô
. Stel voor de eenvoud Ò
}
ﬂF

ªt«
Ł'
)*



. Dan
is Ò
}




ªt«
Ł
ﬂP

Ł':
*)



. Dit impliceert onmiddellijk dat
Ò

}
 F

Ł  
)*




}Ð

[¹
 P

*)

ﬂ
(6.26)
Uit onderstelling (6.25) volgt verder dat Ò
}
ﬂF

ªg«
Ł':
*)


¯
{
? |
. Dit betekent dat Ò tot
F

~
Ó*Ó)ÓT*

~

ªg«

{
? |
behoort.
Een element van
F

 uÓ)Ó*ÓHW*

Ör

ªg«

{
? |
kan hierdoor niet van de vorm  Ù 

ªg«
Ł'
*)

Ù

,
Ú"hF

)*
Ï\

met
ÚrÕ}
 , zijn. Als
Ú½±
 , dan volgt immers uit  Ù 

ªg«
Ł:
)*

Ù
 F

5Ó)Ó*Ó
F

~r

ªg«

{
?R|
dat

Ù ªg«
}
 Ù 

ªg«
Ł':
*)

Ù

Ù ªg«
Õ}

Ù ªg«
}
ﬂP

ªg«
Ł:
*)



Ù ªt«
}
Ò
Ù ªg«

wat een strijdigheid oplevert met (6.26). En als 
±UÚ
, dan volgt uit (6.25) en (6.26) dat

/ªg«
}
Ò
Øªg«
}

F

ªg«
Ł'


*)



/ªg«
Õ}

Øªg«
}
¸Ù


ªt«
Ł'


))

Ù

Øªg«

wat een strijdigheid oplevert met de onderstelling dat  Ù 

ªg«
Ł'
*)

Ù
¯ F

~jÓ)Ó*ÓT F

~

ªg«
.
Wanneer  ¡¢
Ł
 ±

, dan kan 



ªg«
Ł°)

niet tot
F

½ÛÓ*Ó)ÓﬁF

½


{
?
|
behoren. Dit zou
immers impliceren dat


}




ªg«
Ł°



}
°

Õ}


}

F

ªg«
Ł'


))




}
Ò


wat een strijdigheid oplevert met (6.26).
We hebben met andere woorden dat
*

CrÓ)Ó*ÓF*

¯


{
?
|~}Z
Ò
=}Z
ﬂF

ªg«
Ł'¸
*)


Ô
. We
tonen nu de gevraagde ongelijkheid aan. Met de definitie van ytz en y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦ kunnen we uit de voorgaande
gelijkheid afleiden dat:
ygz
Ł
¸Hq}
ytz
Ł
F

~jÓ)Ó*ÓT F

~


y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*F
}
y
zŁ
F

~jÓ)Ó*ÓT F

~


{
?R|:
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*F
}
ygz
Ł

ﬂF

ªg«
Ł'
*)


ØF
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦
Ł

ﬂF

Ł:
*)


ØF
}
] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł:
)*




] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§©¨8¦
Ł:
)*

/ªg«

] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł:
)*




] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§©¨8¦
Ł:
)*

/ªg«

}

}
] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł:
)*



] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
¥
¦
Ł:
)*



}
] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł
ﬂF

ªg«
Ł'¸
*)



¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
ﬂF

Ł:
)*



}
] >¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł
ﬂF

ªg«
Ł'¸
*)



¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł
T
¶
DE Þ
¡3®
§©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł
PT/
 Onderstel dat  ¡ ¢ Ł'

¯±
 . In dit geval kunnen we hebben dat
"}




Ł°


. Uit de eindigheid van


ªt«
Jﬁ


volgt dat
ytz
Ł
*

~jÓ)Ó*ÓTj*

~

q}
ygz
Ł
F

 ÊÓ)Ó*ÓT F

~


{
?
|/
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Uit
*

aÓ)Ó)Ó8=*

ﬁ


{
?ﬂ|~}

volgt onmiddellijk dat y zŁ
¸Hq}x½¶
DE Þ
¡3® §R¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł
PT
. On-
derstel daarom dat
*

t Ó)Ó)ÓÔ F

w


{
? |Õ}

. Het enige element Ò uit
{
? |
zo dat
Ł Ò 
*)
 Ò

q}x½}




Ł° 

is Ò
}




ªg«
Ł° 

. De andere elementen van
{
?ﬂ|
zijn immers van de vorm  F

ªg«
Ł'  
))



,

F

)*
ÏÐ

. Ze kunnen niet tot
*

~Ó*Ó)ÓT*

~
 behoren omdat
 F

ªg«
Ł'  
*)




}
 
Õ}
° 
}




Ł° 


}Ð


Hieruit kunnen we nu afleiden dat
ytz Ł
PTq}
y zŁ
*

~Ó*Ó)ÓT*

~


y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*F
}
ytz Ł
*

~Ó*Ó)ÓT*

~


{
? |ﬂ
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® ¦
Ł
FP
}
ytz Ł





ªg«
Ł°)
ØF
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł





Ł° 
ØF
}
¾

¡ ¢
Ł 

¾

¡¢
Ł

}

}

¡¢
Ł°)


¡ ¢
Ł° 

}
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §R¨ ¦
Ł




ªg«
Ł°


] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł




Ł°*

¶
DE Þ
¡3®
§R¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł
PT/
Hiermee is het eerste resultaat aangetoond.
Laten we voortgaan met het bewijs van het tweede resultaat. Onderstel hierbij dat

een element uit


Jﬁ


is zo dat Þ  >¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦ Ł


ªg«
+]



F

~ Ó*Ó)ÓT *

~r

ªg«
q}
Þ
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł


Jﬁ



F

  Ó*Ó)ÓT
*

¸C±

. Wegens het genormeerd zijn van Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦ impliceert dit dat
] J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
Tq}
Þ
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł
F

~jÓ)Ó*ÓT F

~

ªg«
q}


Tevens hebben we dat

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®
§R¨
¦
Ł
*

~jÓ)Ó)Ó F

~r

ªt«
q}
¾
Þ
 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®
§©¨
¦
Ł


ªg«
+]



*

~jÓ)Ó*Ó*

~

ªg«
C¬T
Uit propositie 6.17 en   J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3® §R¨ ¦ Ł
F

"UÓ)Ó*ÓU*

"u

ªt«
ì 
volgt dat voor elke 
n

ªt«
Jﬁ


waarvoor ] >¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł
 p
geldt dat ytz
Ł
F

½Ó)Ó*ÓU*

½u

ªg«
~p
. Dit impliceert dat ygz
Ł
HTgoed gedefinieerd is voor elk element

van Í
Ł


ªg«

.
Neem een element

uit Í
Ł


ªg«

. Omdat ] J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦
Ł
Tq}
Þ
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł
F

×"Ó)Ó)ÓF½*

C 

ªg«
q}

hebben we dat DE Þ ¡ ® §©¨  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦ Ł
Ó¸H
een genormeerde possibiliteitsmaat op Í
Ł


ªt«

is. Wegens de eindig-
heid van


ªt« bestaat er een element 


zo dat
DE Þ
¡
®
§R¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
PTq}
DE
¡
®
§R¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł

PTØ
Het is voldoende om een element Ò
h

ªg«
Jﬁ


te vinden zo dat
yﬀ
Ł


 PT

DE
¡®
§©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł

PT/
(6.27)
Immers, wanneer zo’n element gevonden kan worden, dan krijgen we dat
y
Ł
PT

y
Ł


 PT

DE
¡®
§©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł

PTq}
DE Þ
¡3®
§©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł
T

waaruit met het eerste resultaat van de propositie volgt dat y 
Ł
PTv}
DE Þ
¡®
§©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł
PTØ
Voor het element Ò uit


ªg«
Jﬁ


zo dat
µ
Ł
Ò


*)

Ò

»}¬­
Ò

ªt«
}

­
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hebben we dat
DE
¡3® §©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł 
¸Tq}
¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ®
§R¨
¦
Ł Ò

¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
Ł
T
}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §©¨ ¦
Ł Ò
Ø

Als ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §R¨ ¦
Ł Ò
C
, dan vinden we met de definitie van y  en y ð dat
yﬀ Ł


 PTq}
y 
Ł

Ò
*
y
ð
Ł
*F
}
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡® §©¨ ¦
Ł Ò

] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł
T
}
DE
¡® §©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł 
PT

en dit toont (6.27) aan.
 Als ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3® §R¨ ¦ Ł Ò
q}Ð
, dan is ook
DE Þ
¡® §©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł
¸Hq}
DE
¡3® §©¨

 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡®¦
Ł 
PTq}
¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ®
§R¨
¦
Ł Ò

¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
Ł
T
}
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3® §©¨ ¦
Ł Ò
q}x

omdat ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡®¦ Ł
Tq}
 . Uit het eerste resultaat van de propositie volgt dat
yﬁ Ł
PTq}è }
DE Þ
¡ ®
§R¨
 J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
Ł
PT
voor elk element ﬂ
_ 
ªg«
Jﬁ


met ] J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł ﬂ
r 
(en zo’n element kan steeds gevonden worden
omdat Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦ een genormeerde possibiliteitsmaat is).
Er bestaat bijgevolg steeds een element Ò
c

ªt«
Jﬁ


met ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3® §R¨ ¦ Ł Ò
U 
waarvoor y 
Ł
aTÊ}
DE Þ
¡3®
§R¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł
PT
. Hiermee is ook het tweede resultaat aangetoond.
Hiermee kunnen we de eerste veralgemening van stelling 6.9 aantonen.
BEWIJS VAN STELLING 6.11. Voor het bewijs van dit resultaat steunen we op stelling 6.6 en propositie 6.19.
We maken gebruik van de volgende identificaties:
 Laat
ß
} 
É
Jﬁ


. Voor de onvoorwaardelijke bovenprevisie y op Í
Ł

É
Jﬁ



nemen we de door ] >¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ﬃg¦
e´e´nduidig bepaalde possibiliteitsmaat Þ  J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡ ﬃ ¦ op Í Ł

É
Jﬁ



.
 Voor elk natuurlijk getal

¶
´Ñh
kiezen we voor  

ªg« de partitie van

É
Jﬁ)

, gegeven door
 

ªg«
}p
!
ð
PhqJﬁ)



en voor "

ªg« het veld op

É
+ﬁ


, gegeven door
"

ªg«
}p
!$#



Í
Ł


ªt«
Jﬁ


/ﬂ
Merk op:  

ªg«
ç%"

ªt«
. Voor een element
!$#
,


Í
Ł


ªt«
Jﬁ



, van "

ªg« en een element
\

+]

duiden we met

ð het unieke element uit Í
Ł


ªt«

aan waarvoor
!$#
D

!
ð
}
!$#

!
ð

dit wil zeggen:

ð
}p
Ò

Ò


ªg« en
Ł

¸
)*




Ò
v

ﬂ
Met y Ł
Ó
!
ð

,
h

Jﬁ)

, duiden we vervolgens de bovenprobabiliteit op "

ªg« aan zo dat:
y
Ł
!
#

!
ð
q}
DE Þ
¡3®
§©¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł
ð
PT
[¹&

Í
Ł


ªt«
Jﬁ


Ø
Zoals uitgelegd in paragraaf 6.5.1 vormen ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡ ﬃ ¦ en DE ¡3® §©¨   J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¦ Ł
Ó


,

_

Jﬁ


waarbij

 P

*)
´pW

, een coherent model als en alleen als de bovenprobabiliteiten y en y Ł
Ó
!
ð

,
¬

+]


waarbij 
 P

))
´er

, coherent zijn, wat volgens stelling 6.6 equivalent is met het bestaan van een klasse
á van additieve probabiliteiten op Í Ł

É
Jﬁ



met de volgende twee eigenschappen:
1. y
Ł'
×}xéêTëﬁ
y
Ł'
¾
y

á

voor alle
'

Í
Ł

É
Jﬁ*


;
2. y
Ł
!$#

!
ð


éêTëﬁ
?
 )(*
ý
(
D
¦
?
 )(
D
¦

y

á zo dat y
Ł
!
ð
ChT
voor alle

P

))
´Ë¬

, voor alle


Í
Ł


ªg«
Jﬁ



en voor alle
rh

Jﬁ


, waarbij de gelijkheid geldt wanneer y Ł

É
+]



!
ð
¯±
 .
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Kies voor á de klasse van additieve bovenprobabiliteiten
á É
}Z
ygz


h
É
Jﬁ*

en ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ﬃg¦
Ł'
¯hHﬂ
De eerste eigenschap volgt onmiddellijk uit de gelijkheid y
}
Þ
 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡ ﬃ ¦ en propositie 6.17.
We moeten alleen nog de tweede eigenschap aantonen. Neem hiertoe een natuurlijk getal 
 P

*)
´è


. Laat verder


Í Ł


ªg«
+ﬁ



en
½}
Ł

¸
*)



¯h

+])

.
Laat

h
É
Jﬁ 

zo dat ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ﬃg¦
Ł'
¾h
. Dan is ook ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł:
*)


ªg«


] J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡+ﬃ¼¦
Ł
¾h
.
Als ytz Ł
!
ð
Ch
, dan volgt uit propositie 6.14 dat
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦
Ł
*

~Ó*Ó)ÓT*

Pv}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® §©¨ ¦
Ł
F

~jÓ)Ó*ÓT F

  

ªg«
q}
y zŁ
!
ð
C¬

en vinden we verder met propositie 6.19 dat
ytz Ł
!,#

!
ð

ytz Ł
!
ð

}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® §©¨
¦
Ł
F

~jÓ)Ó*ÓTj*

~

ð

y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® §R¨
¦
Ł
*

~Ó*Ó)ÓT*

~

ªg«

}
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
® §R¨
¦
Ł
ð
¸T
¶
DE Þ
¡ ®
§©¨
 >¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ® ¦
Ł
ð
PT
}
y Ł
!$#

!
ð
Ø
Hiermee is reeds de ongelijkheid in de tweede eigenschap aangetoond.
Onderstel nu bijkomend dat Þ  J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡ ﬃ ¦ Ł

É
Jﬁ)


!
ð
h±
 . Omdat Þ  >¡¢ ¤£¤£¤£  ¡® §©¨ ¦ de marginale van
Þ
 >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡
ﬃ
¦ op Í Ł


ªg«
+ﬁ



is, hebben we eveneens dat
Þ
 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®
§R¨
¦
Ł


ªg«
Jﬁ



*

~Ó*Ó)ÓT*

~

ªg«
q}
Þ
 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡
ﬃ
¦
Ł

É
Jﬁ



!
ð
C±


Wegens propositie 6.19 bestaat er een element Ò
Ð

ªg«
+]


met ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡® §©¨ ¦ Ł Ò
¾x
waarvoor y Ł ð
T×}
DE Þ
¡
®
§R¨
 J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
¦
Ł
ð
PT
. Omdat Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §R¨ ¦ de marginale van Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ﬃt¦ op Í
Ł


ªt«
Jﬁ



is, bestaat er een
element ﬂ
¬
É
+ﬁ


zo dat Ł ﬂ


*)

ﬂ

ªg«
v}
Ò en ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡ ﬃ ¦ Ł ﬂ
Ch
. Met propositie 6.14 krijgen we dat
y
ﬁŁ
!
#

!
ð

yﬁ
Ł
!
ð

}
y
ﬁŁ
*

~Ó*Ó)ÓTj*

~

ð
h
É
+

ª
Î



y
ﬁŁ
F

~jÓ)Ó)Ó F

~
É
J

ªt«



}
yﬀ
Ł
F

~jÓ)Ó*ÓT F

~

ð

y

Ł
*

~Ó*Ó)ÓT*

~

ªg«

}
y
Ł
ð
PT
}
DE Þ
¡3®
§R¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł
ð
PT
}
y
Ł
!
#

!
ð
Ø
Hiermee is ook het tweede deel van de tweede eigenschap aangetoond.
6.5.3. Bewijs van stelling 6.12. In deze paragraaf zullen we bijkomend aannemen dat de veranderlijken
-

)*

-
É
aan de Markov-voorwaarde voldoen. Dit betekent dat de voorwaardelijke possibiliteit dat een ver-
anderlijke -

ªg«
,

P

))
´Ë¬

, een bepaalde waarde aanneemt, gegeven de waarden aangenomen door
alle voorafgaande veranderlijken -


*)

-

, alleen afhankelijk is van de waarde aangenomen door de juist
voorafgaande veranderlijke -

. We veralgemenen stelling 6.9 door aan te tonen dat het model gevormd door de
possibiliteiten ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡ ﬃ ¦ en DE ¡ ® §R¥  ¡® Ł
Ó


, 
 

, Ł 
¾
.

.

PH
zo dat
5¶

±
×Ï

¶
´ , cohe-
rent is. Voor het bewijs van dit resultaat gebruiken we opnieuw stelling 6.6 en de in paragraaf 6.5.2 ingevoerde
families van additieve probabiliteiten. We gaan er opnieuw vanuit dat alle voorwaardelijke possibiliteiten be-
paald zijn met Dempster’s conditioneringsregel.
De cruciale onderstelling in deze paragraaf is dat voor elk element



ªt«
Jﬁ


, met

 P

*)
´ 

,
geldt dat
DE
¡3®
§R¨

 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł'

ªg«

Ł


)*


q}
DE
¡3®
§R¨

¡3®
Ł'

ªg«




als ] >¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¸¦ Ł'


)*


¯
( /10 )
Als gevolg hiervan kunnen we de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie van een aantal opeen-
volgende possibilistische veranderlijken -


)*

-

ªg«
, 
\F

)*
´ x

, als volgt uitschrijven. Voor een
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element  van
 
ªg«
Jﬁ


, met 
jF

)*
´Ñh

, vinden we dat 2
¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ®
§R¨
¦
Ł'
C}

¡¢
Ł'


3
Jﬁ
DE
¡4
§©¨
¡4
Ł'

ªg«



Ø
(6.28)
Laat  een natuurlijk getal zijn zo dat
¬¶

±
´
. Wegens de eindigheid van de verzameling

Øªg«
kunnen we voor een element

 uit

 steeds een willekeurig, maar vast element
°

Ł'


uit

/ªg« kiezen zo
dat
¼ J¡¥

¡¥§R¨3¦
Ł'

°

Ł'

v}

¡¥
Ł'

/
Wegens (5.7) hebben we dat
DE
¡¥§R¨

¡¥
Ł°

Ł

=


×}


(6.29)
Bij definitie is  F /ªg« de


Jﬁ




/ªg«
Jﬁ


-afbeelding die een element 
}
Ł  
)*



uit


+]


afbeeldt op een welbepaald element ﬂF /ªt«
Ł

van

/ªg«
+ﬁ


zo dat
µ
ﬂP /ªg«
Ł'


}



voor alle

jF

*)
 
ﬂ­
¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ¥§R¨ ¦
Ł
ﬂF Øªg«
Ł
 }
¼ J¡ ¢
¤£¤£¤£ 
¡ ¥ ¦
Ł'
Ø
We kunnen nu zonder verlies aan algemeenheid onderstellen dat  P /ªg« Ł'

gegeven is door:
µ

F /ªg«
Ł'


}


 voor alle 
 P

))


R­
ﬂF /ªg«
Ł'

/ªt«
}
°

Ł'

/
(6.30)
Wegens (6.28) en (6.29) hebben we immers dat
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§©¨8¦
Ł


)*


°

Ł'

q}
DE
¡¥§R¨

¡¥
Ł°

Ł'

¾



] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥/¦
Ł'
v}
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥Ø¦
Ł'


zodat we inderdaad ﬂF Øªg« kunnen definie¨ren zoals aangegeven in (6.30).
Neem ten slotte een natuurlijk getal

¶
´
. Voor twee elementen
Ł'
)*


¨
 

¨
Jﬁ


, 
«

F

*)


, en
Ł


)*



Ì
½³

Ì
Jﬁ


, ﬂÎ
eF

*)


, hebben we voor de keuze van afbeeldingen ﬂF

,

 P

))


, bepaald door (6.30): als er een natuurlijk getal 
 6587:9

«


Î


*)


bestaat zo dat
ﬂ
¨


Ł'
)*


¨


}
ﬂ
Ì


Ł

P
))



Ì



dan is
ﬂ
¨


Ł':
*)


¨

Ù
}
ﬂ
Ì


Ł

¸
))



Ì

Ù
[¹
Úa


)*

R
(6.31)
DEFINITIE 6.20. Laat

 P

*)
´³Ê

. Neem een element

¬

ªg«
+ﬁ


zo dat ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §R¨ ¦
Ł'
¯h
. Laat
 een natuurlijk getal zijn zo dat 
¶
 . Voor een element

van

 waarvoor y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z

¦
Ł




«
+ﬁ


 F)¯

is ygz
Ł
Ó¸H
de additieve probabiliteit op Í
Ł


ªg«

die gegeven is door:
y
zŁ
¸Hq}
ytz
Ł




«
Jﬁ


 F~

J
¯ªg«





y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z

¦
Ł




«
Jﬁ


 FF
[¹

Í
Ł


ªg«
Ø
PROPOSITIE 6.21. Laat

xP

))
´^\

. Neem een element

n

ªg«
Jﬁ


zo dat ] J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł'
5n
.
Laat  een natuurlijk getal zijn zo dat 
¶

. Stel

is een element van


. Laat voorts

een element van
Í
Ł


ªg«

zijn.
 Als y zŁ
PT
gedefinieerd is, dan is y zŁ
HC¶
DE Þ
¡3®
§©¨

¡

Ł
PT
.

Als Þ  J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® §©¨ ¦
Ł




«
Jﬁ





*rn

ªg«
+
¯ªg«


±

, dan is er een element Ò
 

ªg«
Jﬁ


met
¼ J¡
¢
¤£¤£¤£ 
¡
®
§R¨
¦
Ł
Ò
C
waarvoor y 
Ł
PT
gedefinieerd is en y 
Ł
PTq}
DE Þ
¡
®
§©¨
¡
Ł
PT
.
;
Proposities 5.7 en 5.14 bevatten een veralgemening van de onderstaande formule waarin een bepaalde notie van voorwaardelijke
possibiliteit uit de ordinale possibiliteitsleer optreedt waaronder ook Dempster’s conditioneringsregel ressorteert (zie ook voorbeeld 5.8).
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BEWIJS. Wegens definitie 6.20 hebben we: y zŁ
PT
is gedefinieerd als en alleen als
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
¦
Ł




«
Jﬁ


 FPCh
Stel nu
{
ð
}Z
Ò

Ò

{
?R|
en Ò 
}ÐR
(6.32)
Omdat y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
¦ wegens propositie 6.14 de marginale van ytz op Í Ł


+] 


is, kunnen we wegens de
eindigheid van
 
ªg«
Jﬁ


schrijven:
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
¦
Ł




«
Jﬁ


**v}
ytz Ł




«
+]


* 

ªg«
J
¯ªg«


v}
ygz Ł
{
ð
q}cï

ñ
þ:D
ytz Ł

Ò
*Ø
Omdat y zŁ

Ò
*¯
voor elk element Ò uit
{
ð hebben we: y zŁ
¸H
is gedefinieerd als en alleen als
{
ð
Õ}

.
We gaan nu het rijtje af van alle waarden voor

zo dat
{
ð
Õ}

We stellen voorts
{
ð

#
}p
Ò

Ò

{
ð en Ò

ªg«


ﬂ
(6.33)
Als

een waarde uit

 aanneemt waarvoor
{
ð
Õ}

, dan is
ytz Ł
PTq}
y zŁ
{
ð

#

ytz
Ł
{
ð


(6.34)
Neem om te beginnen aan dat ygz
Ł
{
ð

#
q}x
. Dit impliceert onmiddellijk dat
y
zŁ
PTq}Ð½¶
DE Þ
¡®
§©¨

¡

Ł
PT/
Laten we er dus van uitgaan dat y zŁ
{
ð

#
½@
. Wegens de eindigheid van


ªt«
Jﬁ


en
{
ð

#
ç
{
?R|
is dit
equivalent met
{
ð

#
Õ}

. Dan zijn er twee mogelijkheden.

Ofwel is
j}


. Deze keuze voor

is steeds mogelijk omdat uit de onderstelling ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3® §R¨ ¦
Ł'
5d
volgt dat


{
?
|
. Voor de keuze
h}

 behoort

steeds tot
{
ð
. In dit geval zijn er opnieuw twee
mogelijkheden.
 Een eerste mogelijke situatie bestaat erin dat
{
ð

#
ç


F

ªt«
Ł'


))


¾

}
Ïx of 
j

Ïx:
)*


zo dat
] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥/¦
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

)*




] J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡¥§©¨3¦
Ł
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
)*

/ªg«
¯Tﬂ
Wegens de onderstelling dat
{
ð

#
Õ}

bestaat er een kleinste natuurlijk getal
ÚÖ

Ïhﬂ
)*
"Ïh

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dat  Ù 

ªg«
Ł'
*)
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¯
{
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
#
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wanneer
Úl¶

. Als gevolg hiervan hebben we dat
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
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
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
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¤£¤£¤£ 
¡
®
§©¨
¦
Ł

Ù

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Ł
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(6.35)
hierbij gebruikend dat 
±ÛÚ
en ¸Ù 

ªg«
Ł


)*

Ù


ªg«

 . Voorts hebben we dat
ygz
Ł
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
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
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
(6.36)
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omdat bij onderstelling ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡® §©¨ ¦ Ł'
 
. Met gelijkheid (6.34), ongelijkheden (6.35) en (6.36),
½}

 en stelling 5.10 = vinden we dat:
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K
Het resultaat van de propositie blijft gelden wanneer een eindig aantal possibilistische veranderlijken aan Markov-voorwaarde BHCLEG
voldoen.
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Hiermee is het eerste resultaat bewezen.
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Uit de definitie van Ò en propositie 5.15 R volgt dat
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Met propositie 6.14 vinden we verder dat
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Hiermee is ook het tweede deel aangetoond.
Hiermee kunnen we de tweede veralgemening van stelling 6.9 aantonen.
BEWIJS VAN STELLING 6.12. Voor het bewijs van dit resultaat steunen we op stelling 6.6 en propositie 6.21.
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Hiermee is reeds de ongelijkheid in de tweede eigenschap aangetoond.
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Hiermee is ook het tweede deel van de tweede eigenschap aangetoond.
6.6. Toepassing: discrete possibilistische systemen
Afsluitend bekijken we de situatie waarin een possibilistisch systeem beschreven is door een rij possibilis-
tische veranderlijken -
¸
*)

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
*)
die hun waarden aannemen in de eindige verzamelingen

P
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*)We nemen tevens aan dat met de beschikbare systeeminformatie het mogelijk is om de gemeenschappelijke
verdelingsfunctie van elke eindige rij opeenvolgende veranderlijken Ł -


))

-
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.
, te bepalen. Laten
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we voorts ervan uitgaan dat de door deze functies bepaalde possibiliteitsmaten alle genormeerd zijn. Wegens de
possibilistische consistentiestelling 3.32 kunnen we dan de possibiliteitsruimte Ł
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Beperken we ons tot een eindige selectie van deze veranderlijken – dit wil in essentie zeggen dat we het
systeem slechts bestuderen tot een bepaald tijdstip – dan kunnen we de bevindingen uit de twee voorafgaande
paragrafen overnemen: elk model, dat op dezelfde manier opgebouwd is als de modellen van onvoorwaardelijke
en voorwaardelijke possibiliteiten uit paragrafen 6.5.2 en 6.5.3, is coherent.
We kunnen hieruit besluiten dat de possibiliteitsverdelingsfuncties ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¦ , 
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.
, en de voorwaar-
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, in dezelfde zin een coherent
model.
Een tweede methode voor het garanderen van de coherentie van een bepaald model van voorwaardelijke en
onvoorwaardelijke possibiliteiten voor het gegeven discreet possibilistisch systeem – deze methode ligt ten an-
dere aan de basis van de hoofdresultaten in paragrafen 6.5.2 en 6.5.3 – verloopt zoals stelling 6.6 aangeeft. We
moeten een familie van eindig additieve probabiliteiten op Í Ł

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bepalen waarvan de bovenenveloppe (zo
nodig na conditionering van de probabiliteiten via de regel van Bayes) losweg gesproken overeenkomt met de
possibiliteiten van ons model. In de nu volgende stelling construeren we zo’n familie van eindig additieve pro-
babiliteiten á U door voor een element 
}
Ł


)*



*)
uit

ªVU
Jﬁ


een a -additieve probabiliteitsmaat
ytz op

ªVU
+ﬁ


te bepalen die de informatie besloten in de eindig additieve probabiliteiten
Ł
y
 
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®
¦



.

voorstelt zoals aangegeven in de Daniell-Kolmogorov-stelling (zie stelling 3.15), dit wil zeggen:
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Dit is zinvol omdat Ł y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦



.

wegens propositie 6.14 consistent is in de zin dat y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z
®¸¦ de
marginale van y  
z
¢
¤£¤£¤£ 
z

¦ op


+



is wanneer  en  twee natuurlijke getallen zijn zo dat 
±
 . Om te
verzekeren dat alle additieve probabiliteiten goed gedefinieerd zijn beperken we ons verder tot die elementen 
uit

U
+ﬁ


waarvoor ] J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡®¦ Ł'


))


¯
voor alle 

.
.
Naast de notaties uit paragraaf 6.5.2 zullen we de volgende afbeeldingen gebruiken:   , 
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Dat ÞbW de bovenenveloppe is van á U zullen we zoals in lemma 6.16 aantonen via de waarden die
deze afbeeldingen aannemen in de singletons van

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verdeling  W van ÞbW . We komen zo tot het volgende resultaat.
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Er bestaat bijgevolg een unieke a -additieve probabiliteitsmaat op de a -algebra op
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, is de unieke a -additieve
probabiliteitsmaat die ygz uitbreidt tot Í
Ł

ªVU
+]



. Laten we deze afbeelding eveneens voorstellen door ytz .
Dan is ytz de unieke a -additieve probabiliteitsmaat die  z uitbreidt tot Í
Ł

ªVU
+]



. Hiermee is het eerste deel
van de stelling aangetoond.
Voor het bewijs van het tweede deel bepalen we eerst de waarden die de elementen van á U aanne-
men in de (strikt) duale snedeverzamelingen van  W . Neem hiervoor een element

uit

ªﬀU
Jﬁ


zo dat
] >¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł



))



C¬
voor alle 

.
.
Voor een element x uit
ã 
))ä hebben we dat:
y
ð
Ł


W
±
x
P×¶
x

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We hebben immers dat


W
±
x
a}p



¬
ªVU
Jﬁ


en  W Ł'
¾±
x

}p



¬
ªVU
Jﬁ


en
\)^o_

ñ
W
¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®:¦
Ł':
*)


C±
x

}
d

ñ
W




¬
ªVU
+ﬁ


en ] >¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¸¦ Ł  
)*


¯±
x
R
Met de ondercontinuı¨teit van y ð , propositie 6.14 en propositie 6.17 vinden we hiermee dat:
y
ð
Ł


W
±
x
Pq}
y
ð
Ł
d

ñ
W




h
ªVU
Jﬁ


en ¼ J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦
Ł':
*)


C±
x
P
}\éêTë

ñ
W
y
ð
Ł




¬
ªVU
+]


en ¼ J¡¢ ¤£¤£¤£  ¡3®¦
Ł
)*


C±
x
P
}\éêTë

ñ
W
y
 
ð
¢
¤£¤£¤£ 
ð
® ¦
Ł




h Jﬁ 

en ] J¡ ¢ ¤£¤£¤£  ¡ ® ¦
Ł'
¾±
x
¸
¶ÐéêTë

ñ
W
Þ
 J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¦
Ł

¼ J¡¢
¤£¤£¤£ 
¡3®¸¦
±
x
¸
¶
x

Neem opnieuw een element x uit
ã 
*Øä . In het geval dat x
}
 hebben we dat y ð Ł


W
¶

P}
y
ð
Ł

ªVU
Jﬁ


q}

}
Þ W
Ł

ªVU
+ﬁ



.
Laten we nu het geval dat x
±

afhandelen. Laat  het kleinste strikt positieve natuurlijk getal zijn
waarvoor x Ï
«

¶
 . Omdat


W
¶
x
~}
f
ªﬀU





W
±
x
Ï
«


, vinden we met de bovencontinuı¨teit van y ð
dat
y
ð
Ł


W
¶
x
Pq}
y
ð
Ł
ªVU
k





W
±
x
Ï


¸
}y\)^`_

m

y
ð
Ł


W
±
x
Ï


¸
¶z\)^`_

m

Ł
x
Ï


q}
x

(6.39)
Uit (6.38), (6.39) en lemma 6.15 volgt dat
Þ
W
Ł
æ
v}èéêëﬁ
y
Ł
æ
¾
y

á
U
Ö}èéêëﬁ
y
ð
Ł
æ
 ¸h
ªVU
+ﬁ


en  W
Ł
T¯hH
voor alle æ uit Í Ł

ªﬀU
Jﬁ



.
Epiloog
Viele Frauen stellten das Blasen ein und ho¨rten zu; als er plo¨tzlich abbrach, war kaum die Ha¨lfte der
Trompeten in Ta¨tigheit, erst allma¨hlich kam wieder der vollsta¨ndige La¨rm zustande.
{ Du bist ja ein Ku¨nstler | , sagte Fanny, als Karl ihr die Trompete wieder reichte. { Laß dich als
Trompeter aufnehmen. |
{ Werden denn auch Ma¨nner aufgenommen? | fragte Karl.
{ Ja | , sagte Fanny, { wir blasen zwei Stunden lang. Dann werden wir von Ma¨nnern, die als Teufel
angezogen sind, abgelo¨st. Die Ha¨lfte trommelt. Es ist sehr scho¨n, wie u¨berhaupt die ganze Ausstattung
sehr kostbar ist. Ist nicht auch unser Kleid sehr scho¨n? Und die Flu¨gel? | Sie sah an sich hinab.
— Franz Kafka (Amerika)
Mein Leben ist nicht diese steile Stunde
darin du mich so eilen siehst.
Ich bin ein Baum vor meinem Hintergrunde,
ich bin nur einer meiner vielen Munde
und jener, welcher sich am fru¨hsten schließt.
Ich bin die Ruhe zwischen zweien To¨nen,
die sich nur slecht aneinander gewo¨hnen:
denn der Ton Tod will sich erho¨hn –
Aber im dunklen Intervall verso¨hnen
sich beide zitternd.
Und das Lied bleibt scho¨n.
— Rainer Maria Rilke (Das Stunden-Buch)
Originele resultaten. We hebben een theorie van possibilistische systemen opgebouwd die geschoeid
is op een maattheoretische leest. We hebben hierbij vooral aandacht besteed aan die systemen waarvan de
beschikbare informatie modelleerbaar is door possibilistische veranderlijken, in het bijzonder door possibilis-
tische processen. Een belangrijk instrument voor het opbouwen van deze modellen wordt door onze studie aan-
gereikt in het resultaat van de possibilistische consistentiestelling en de possibilistische Daniell-Kolmogorov-
stelling. Analoog aan hun tegenhangers uit de probabiliteitsleer maken deze stellingen het mogelijk om sys-
teeminformatie bestaande uit possibiliteitsmaten die op natuurlijke wijze consistent zijn, voor te stellen door
possibilistische veranderlijken die volledig bepaald zijn door eenzelfde possibiliteitsmaat op hun basisruimte.
In het bijzonder vormen deze veranderlijken een possibilistisch proces wanneer de toestandsruimte van het
systeem niet afhankelijk is van de indexverzameling (tijdsverzameling) van het systeem. Voor het aantonen
van beide stellingen hebben we voorafgaandelijk karakteriseringen voor het inwendig en uitwendig regulier
zijn van possibiliteits- en necessiteitsmaten gegeven. Tevens hebben we een aantal resultaten die Dubins en
Choquet hebben bewezen in verband met de uitbreidbaarheid van eindig additieve en submodulaire afbeeldin-
gen, aangetoond voor maxitieve inhouden die hun waarden aannemen in een complete tralie.
Voor possibilistische systemen met een stationair voortbrengingsmechanisme hebben we een aantal prak-
tisch bruikbare voorwaarden afgeleid die voldoende zijn voor het tijdsinvariant zijn van de grootste possi-
biliteitsmaat waarmee de gegeven systeeminformatie gerepresenteerd kan worden op de basisruimte van de
modelveranderlijken – dit wil zeggen de possibiliteitsmaat die hiervoor als kandidaat wordt voorgesteld door
de Daniell-Kolmogorov-stelling. Met een tegenvoorbeeld hebben we in het bijzonder erop gewezen dat de
effectieve representeerbaarheid van de systeeminformatie door deze possibiliteitsmaat niet noodzakelijk de
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tijdsinvariantie ervan met zich meebrengt. Ten slotte hebben we strikt stationaire possibilistische processen
ingevoerd.
We hebben een maattheoretisch fundament gelegd voor een theorie van possibilistische Markov-processen.
Met de definitie die De Cooman ingevoerd heeft voor voorwaardelijke possibiliteit hebben we possibilis-
tische Markov-processen gedefinieerd als possibilistische processen waarvan de veranderlijken voldoen aan
een possibilistische tegenhanger van de Markov-voorwaarde uit de theorie van stochastische processen. We
hebben aangegeven dat possibilistische Markov-processen analoge eigenschappen hebben als stochastische
Markov-processen. We hebben onder meer aangetoond dat possibilistische Markov-processen aan een analo-
gon van de Chapman-Kolmogorov-vergelijking voldoen en dat de eigenschap om een possibilistisch Markov-
proces te zijn invariant is onder tijdsomkering. Met de possibilistische Daniell-Kolmogorov-stelling hebben
we aangetoond dat discrete possibilistische systemen, die gespecificeerd zijn door initie¨le possibiliteiten en
e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten, te modelleren zijn door possibilistiche Markov-processen, en wel zodanig dat
de transitiepossibiliteiten interpreteerbaar zijn als voorwaardelijke possibiliteiten gevormd met opeenvolgende
possibilistische veranderlijken uit het gegeven model. De door ons voorgestelde constructie maakt gebruik van
een zwak inverteerbare t-norm op een direct product van complete ketens die compleet distributief is over het
supremum. Deze processen zijn in het bijzonder strikt stationair wanneer zowel de initie¨le possibiliteiten als
de e´e´n-stapstransitiepossibiliteiten stationair zijn en de gebruikte t-norm ook compleet distributief is over het
infimum.
Verder hebben we de coherentie aangetoond van twee modellen van voorwaardelijke en onvoorwaardelijke
possibiliteiten. Beide modellen zijn samengesteld uit de gemeenschappelijke possibiliteitsverdelingsfunctie
van een eindig aantal possibilistische veranderlijken die hun waarden aannemen in eindige steekproefruimten
en uit de voorwaardelijke possibiliteitsverdelingsfuncties van
 ofwel elke modelveranderlijke, gegeven de toestanden aangenomen door een aantal opeenvolgende vooraf-
gaande modelveranderlijken beginnend met de eerste modelveranderlijke;
 ofwel elke modelveranderlijke, gegeven de toestand aangenomen door een voorafgaande modelveranderlijke.
Voor het laatste model zijn we er tevens vanuit gegaan dat modelveranderlijken voldoen aan de Markov-
voorwaarde. Van beide modellen hebben we de coherentie aangetoond voor het geval dat de voorwaardelijke
possibiliteiten bepaald zijn met de conditioneringsregel van Dempster en alle possibiliteiten in het model ge-
normeerd zijn. Deze resultaten kunnen overgenomen worden voor soortgelijke modellen die opgebouwd zijn
met een aftelbaar aantal possibilistische veranderlijken. In het bijzonder garanderen ze het wederzijds coherent
zijn van de ‘initie¨le’ possibiliteiten en de ‘transitiepossibiliteiten’ waarmee we te maken hebben bij discrete
possibilistische Markov-processen. Het is daartoe voldoende dat
 de initie¨le possibiliteiten genormeerd zijn,
 de toestandsruimte eindig is;
 het algebraı¨sch product genomen wordt voor het bepalen van de voorwaardelijke possibiliteiten en voor het
berekenen van de possibiliteit dat het onderliggende systeem een eindig aantal toestanden aanneemt op een
gegeven aantal tijdstippen.
We hebben Schmeidler’s representatiestelling veralgemeend naar ree¨elwaardige functionalen die gedefini-
eerd zijn op de klasse van alle begrensde ree¨elwaardige afbeeldingen die bovenmeetbaar zijn met betrekking
tot een willekeurige klasse van deelverzamelingen van hun domein. Ten slotte hebben we een aantal door Den-
neberg gegeven karakteriseringen van de notie ‘essentieel supremum’ van een afbeelding met betrekking tot
een positieve vertrouwensmaat beter gepreciseerd.
Mogelijkheden voor verder onderzoek. We geven nog enkele gebieden waarin verder onderzoek kan
verricht worden:
 de klassificatie van toestanden voor discrete possibilistische Markov-processen;
 het nagaan van de coherentie van meer complexe modellen van voorwaardelijke en onvoorwaardelijke pos-
sibiliteiten;
 het nagaan van de coherentie van modellen van voorwaardelijke en onvoorwaardelijke imprecieze probabi-
liteiten die eenzelfde opbouw hebben als de modellen van voorwaardelijke en onvoorwaardelijke possibili-
teiten uit hoofdstuk 6;
 het representeren van linguı¨stische informatie door imprecieze probabiliteiten; in het bijzonder denken we
aan het voorstellen van samenstellingen van monotone eigenschappen;
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 het veralgemenen van de possibilistische consistentiestelling, bijvoorbeeld voor de situatie waarin de be-
schikbare systeeminformatie bestaat uit possibiliteitsmaten die (uitwendig) regulier zijn met betrekking tot
een niet noodzakelijk compacte topologie;
 het bestuderen van systemen waarvan de beschikbare informatie gegeven is door imprecieze probabiliteiten.
BIJLAGE A
Topologische kenmerken van ruime ruimten
We geven een kort overzicht van topologische kenmerken van ruime ruimten. Voor de noties die we
hiervoor gebruiken verwijzen we naar de klassieke werken [Kel59, Wil70].
Onderstel dat } een ruim veld is op een niet-lege verzameling

. Dan is } bij definitie ook een topologie
op

, waarvan de elementen willekeurige unies zijn van elementen uit de partitie
~
van

. Dit wil zeggen
Ł

 }

is een partitietopologie. De atomen van } kunnen ook geı¨nterpreteerd worden als klassen van een
equivalentierelatie op

. Meer formeel, stel 
~
is binaire relatie op

zo dat  
~=J[ã
ä
~ } ã 
ä
~
voor een
koppel Ł'g
T
behorend tot

Î
. Dan is 
~
een equivalentierelatie op

met
8~
als equivalentieklassen. De
familie 
~è}Z:n

~
ç

ç

Î

is een uniforme structuur op

met


~ 
als basis [Bir73, Kel59, Wil70].
De uniforme topologie, dit is de topologie door 
~
geı¨nduceerd in

, valt samen met } . Meer bepaald wordt

~
ook gegenereerd door de pseudometriek  op

, die voor
Ł'g
TC 
Î
als volgt gedefinieerd is:  Ł¼
Hq}è
als
 
~ 
, en  Ł¼
H¾}
 anders. Ten slotte is } ook een bijzonder geval van een topologie geassocieerd met
een quasi-orderelatie [Sha66, Son66].

Ł


}

is een lokaal compacte topologische ruimte met basis
8~
, waarvoor
Rã
Tä
~ 
een compacte
omgevingenbasis is voor elk element 
 
.
 Elk element uit } is geslopen in Ł


}

.

Ł


}

is een compleet reguliere, compleet normale en lokaal samenhangende ruimte, waarvoor
ã
Tä
~de component is voor het element

uit

. Verder geldt:
Ł


}

is samenhangend als en alleen als
}
}Z



als en alleen als
Ł


}

boogsamenhangend is.
 De pseudometriek  is een metriek op

als en slechts als } voldoet aan scheidingsaxioma 

. In het
bijzonder is deze laatste eis equivalent met elk van de volgende uitspraken:
1.
Ł


}

is een Hausdorff-ruimte;
2.
Ł


}

is een  « -ruimte;
3.
Ł>¹
j
Ł
ã
Tä
~
}e

¸
;
4. } is de discrete topologie op

, d.w.z. }
}
Í
Ł
j
;
5. Ł


}

is een Tychonov-ruimte;
6. Ł


}

is een 0 -ruimte.
Uitgaande van de ruime ruimte
Ł


}

kan een Í
Ł
j

} -afbeelding 
~
gedefinieerd worden, die een
deelverzameling
'
van

afbeeldt op 
~
Ł'
 }
e
z
ñ
ã
ä
~
. Zoals opgemerkt door De Cooman [Coo93a] is

~
een sluitingsoperator op

met sluitingssysteem } . Omdat 
~
Ł'
C}
f



'
ç


}

, voor een deel
'
van

, is 
~
Ł'

in het bijzonder de topologische sluiting van
'
in
Ł


}

.
De compacte delen van een ruime ruimte Ł


}

kunnen als volgt gekarakteriseerd worden. Een deel
' van

is compact in Ł


}

als en alleen als 
~
Ł'

een eindige unie is van atomen van het ruim veld
} . Omdat } als topologie op

geı¨nduceerd is door de uniforme structuur 
~
is deze laatste voorwaarde
equivalent met stellen dat ' een totaal begrensd deel in Ł



~a
moet zijn. In het bijzonder zijn volgende
uitspraken equivalent:
1.
Ł


}

is compact;
2. } heeft een eindig aantal atomen;
3. Ł



~a
is een totaal begrensde uniforme ruimte.
Ten slotte hebben we:
'
ç

is een gesloten, compact deel in
Ł


}

als en alleen als
'
een eindige unie
van atomen van } is. Met andere woorden de gesloten compacte delen van een ruime ruimte zijn precies de
elementen uit het betrokken ruim veld die samengesteld zijn uit een eindig aantal atomen.
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BIJLAGE B
Basisconcepten uit de tralietheorie
We geven een kort overzicht van veelvuldig gebruikte definities en resultaten uit de tralietheorie. De
hier behandelde materie en meer bepaald de hieraan onderliggende bewijzen kunnen teruggevonden worden in
[Bir73, Dav90, Gie80].
We beginnen met de notie ‘partieel geordende verzameling’ die aan de basis ligt van de meer complexe
structuren die we verderop toelichten. Hierop voortbouwend voeren we tralies in, waarvan we een aantal
algemeen gekende eigenschappen geven.
B.0.1. Partieel geordende verzamelingen.
DEFINITIE B.1. Een partieel geordende verzameling of poset
Ł=
¶=
bestaat uit een niet-lege verzameling

en een binaire relatie
¶
op

die voldoet aan:
Ł y
«

Ł ¹



Ł'
¶


, dit wil zeggen
¶
is reflexief;
Ł
ytÎ

Ł ¹wŁ¼
TC

Î

Ł'
¶
en
¶

	

}ÐH
, dit wil zeggen
¶
is antisymmetrisch;
Ł
y

Ł ¹wŁ¼


Ò
×



Ł'
¶h
en
¶
Ò
	

¶
Ò

, dit wil zeggen
¶
is transitief.
De relatie
¶
wordt een partie¨le-orderelatie op  genoemd.
Een partieel geordende verzameling Ł=
¶=
wordt een keten of een totaal (of lineair) geordende verzameling
genoemd a.s.a. Ł 
¶=
voldoet aan:
Ł
y
0

Ł>¹wŁ¼
HC

Î

Ł
¶Û
of
r¶


, dit wil zeggen
¶
is totaal of lineair.
De omgekeerde  van een partie¨le-orderelatie
¶
op een niet-lege verzameling

, dit wil zeggen de binaire
relatie  op

zo dat voor
Ł
â
+Ł
¯

Î
:
â

Ł

Ł
¶Ðâ

is een partie¨le-orderelatie op  . Ł  

wordt de duale van de partieel geordende verzameling Ł 
¶=
genoemd.
DEFINITIE B.2. Stel Ł « 
¶
«

en ŁvÎ
¶
Î

zijn 2 partieel geordende verzamelingen. Een  « vÎ -afbeelding

noemen we
 orde-bewarend of stijgend als en alleen als voor elk koppel
Ł
â
+Ł
¯

Î
« :
âu¶
«
Ł
	

Ł
â¾¶
Î

ŁŁ
/­
 orde-omkerend of dalend als en alleen als voor elk koppel
Ł
â
+Ł
¯

Î
« :
âu¶
«
Ł
	

ŁŁ
¯¶
Î

Ł
â/­

een orde-inbedding van Ł « 
¶
«

in ŁvÎ:
¶
Î

als en alleen als voor elk koppel Ł
â
Ł
¾

Î
« :
âu¶
«
Ł


Ł
â¾¶
Î

ŁŁ
/­
 een orde-isomorfisme van
Ł
«

¶
«

in
Ł
Î

¶
Î

als en alleen als

een surjectieve (en daarom bijectieve)
orde-inbedding van
Ł
«

¶
«

in
Ł
Î

¶
Î

is;
 een duaal orde-isomorfisme van
Ł
«

¶
«

in
Ł
Î

¶
Î

als en alleen als

een orde-isomorfisme van
Ł
«

¶
«
in
Ł
Î


Î

is.
DEFINITIE B.3. Stel
Ł 
¶=
is een partieel geordende verzameling,
'
ç

en 


.
 Boven- en ondergrens van een deelverzameling van een poset

 is een bovengrens voor ' als en alleen als Ł>¹

'

Ł
¶


.

 is een ondergrens voor ' als en alleen als Ł>¹

'

Ł

¶


.
' is naar boven begrensd als en alleen als Ł 



Ł
 is een bovengrens voor ' ).
'
is naar onder begrensd als en alleen als
Ł




Ł
 is een ondergrens voor
'
).
'
is begrensd als en alleen als
'
zowel naar boven als naar onder begrensd is.
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 Grootste element - kleinste element
  is het grootste element van ' als en alleen als 

' en  een bovengrens voor ' is.
  is het kleinste element van ' als en alleen als 

' en  een ondergrens voor ' is.
Uit de antisymmetrie van
¶
volgt dat het bestaan van deze elementen ook hun uniciteit impliceert. Als Ł=
¶=
een grootste (kleinste) element heeft, dan noteren we dit door  (

 ).
 Supremum - infimum
  wordt het supremum van ' genoemd en genoteerd als 
} éêTë
' als en alleen als  de kleinste
bovengrens voor
'
is, dit wil zeggen  is een bovengrens voor
'
zo dat
Ł>¹



Ł
is een bovengrens
voor
'
	

¶


.
 
wordt het infimum van
'
genoemd en genoteerd als 
}\h^`_
'
als en alleen als  de grootste ondergrens
voor
'
is, dit wil zeggen  is een ondergrens voor ' zo dat Ł ¹&



Ł
is een ondergrens voor
'
	

¶


.
Als deze elementen bestaan, dan zijn ze wegens de antisymmetrie van
¶
tevens uniek.
 karakterisering van supremum en infimum in ketens
Van
¶
kunnen we de volgende relatie
±
afleiden:

±



¶
 en 
Õ}
P8¹Ł  
q

Î

Dit brengt ons tot de volgende karakteriseringen:

}xéêTë
'

 is een bovengrens voor ' en Ł>¹



Ł
±

	
ŁH

'

Ł
±



}\h^`_
'

 is een ondergrens voor ' en Ł>¹&



Ł 
±

	
Ł©

'

Ł'
±


DEFINITIE B.4. Stel Ł « 
¶
«

en ŁvÎ:
¶
Î

zijn 2 partieel geordende verzamelingen. We zeggen dat een  « 
vÎ -afbeelding 
1. (eindige) suprema bewaart als en alleen als we voor elke (eindige) deelverzameling ' van  « hebben:
als
'
een supremum in
Ł
«

¶
«

heeft, dan heeft ook 
Ł'

een supremum in
Ł
Î

¶
Î

en

Ł
éêTë
'
¯}
éêTë

Ł'

;
2. (eindige) infima bewaart als en alleen als we voor elke (eindige) deelverzameling
'
van

« hebben: als
'
een infimum in
Ł
«

¶
«

heeft, dan heeft ook 
Ł'

een infimum in
Ł
Î

¶
Î

en

Ł
\)^o_
'
v}%\h^`_

Ł'

.
B.0.2. Tralies. De notie ‘tralie’ kan orde-theoretisch als volgt ingevoerd worden.
DEFINITIE B.5. Een partieel geordende verzameling
Ł=
¶=
wordt een tralie genoemd als en alleen als het
supremum
éêëﬁ



en het infimum
\)^`_*



bestaan voor alle
Ł


C

Î
.
We zullen ook de notaties 

respectievelijk Z

voor
\)^o_)



respectievelijk
éêTëﬁ



gebruiken.
Een tralie Ł 
¶=
heeft de volgende eigenschappen:
Ł=

Ł>¹




Ł
Z
}
 en 
}


[IDEMPOTENTIE];
Ł$

Ł>¹Ł


C

Î

Ł


}

 en  
}



[COMMUTATIVITEIT];
Ł,

Ł>¹Ł

P°
×



Ł

Ł

°
v}
Ł




°
en 
Ł

°
q}
Ł




°

[ASSOCIATIVITEIT];
Ł 

Ł>¹Ł


C

Î

Ł

Ł


q}
 en 
Ł


q}


[ABSORPTIEWETTEN].
Een equivalente, algebraı¨sche definitie voor een tralie gaat als volgt.
DEFINITIE B.6. Een algebraı¨sche structuur
Ł 




bestaande uit een niet-lege verzameling

en twee bi-
naire operatoren  en  wordt een tralie genoemd als en alleen als  en  voldoen aan
Ł=

ÐŁ 

.
De orde-theoretische definitie Ł 
¶=
en de algebraı¨sche definitie Ł    

zijn verbonden door:

¶




}


Z

}

3¹wŁ


×

Î

Ten slotte:
Ł
/

¶=
is een deeltralie van
Ł 
¶=
als en alleen als / een niet-lege deelverzameling van

is
zo dat
â

Ł
en
â

Ł
tot / behoren voor elke
Ł
â
Ł
~
/
Î
. Een deeltralie
Ł
/

¶=
van een tralie
Ł=
¶=
is
gesloten als en alleen als
éêTë
æ en
\h^`_
æ tot / behoren voor elke deelverzameling æ van / .
B.0.3. Enkele speciale tralies en hun eigenschappen.

Een tralie
Ł 
¶=
is begrensd als en alleen als
Ł 
¶=
een grootste element

 heeft en een kleinste element

 .
 Een begrensde tralie Ł 
¶=
is gecomplementeerd als en alleen als voor elke 

 er een element r¡

 is
zo dat r¡
}Ð
 en Zr¡
}
6 . r¡ wordt een complement van  genoemd.
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 Een tralie Ł 
¶=
is distributief als en alleen als
Ł>¹wŁ  P°
C



Ł  Ł  °
q}
Ł Z 

 Ł  °

als en alleen als
Ł ¹wŁ  P°
v



Ł  Ł  °
q}
Ł  

 Ł Z °
/
In een begrensde, distributieve tralie zijn complementen van elementen tevens uniek.
 Stel Ł=
¶=
is een begrensde, distributieve tralie. Als r¡ en  ¡ de complementen zijn van de respectieve
elementen  en  van  , dan zijn r¡  ¡ en r¡  ¡ de complementen van Z  en   respectievelijk. Als
gevolg hiervan voldoet een complementeerde, distributieve tralie aan de gelijkheden van de Morgan:
Ł>¹Ł  
v

Î

ŁŁ ¢ 

¡
}

¡
 
¡ en Ł Z 

¡
}

¡
 
¡
Ø

Een gecomplementeerde, begrensde, distributieve tralie wordt een Boole-algebra [BOOLEAN ALGEBRA] of
een Boole-tralie [BOOLEAN LATTICE] genoemd.

Een Brouwer-tralie [BROUWERIAN LATTICE] of Heyting-algebra [HEYTING ALGEBRA]
Ł 
¶=
is een tralie
Ł 
¶=
waarvoor voor elk koppel Ł
â
Ł
Û

Î de verzameling
¤£ Z£r
 en
â

£r¶
Ł

een grootste
element – het relatief pseudo-complement van
â
in Ł – heeft.
Elke Brouwer-tralie is distributief.
B.0.4. Complete tralies. Als elke niet-lege begrensde deelverzameling van een partieel geordende ver-
zameling
Ł 
¶=
een supremum en een infimum heeft, dan wordt
Ł 
¶=
voorwaardelijk compleet [CONDITI-
ONALLY COMPLETE] genoemd.
Alternatieve karakteriseringen voor het voorwaardelijk compleet zijn van een tralie
Ł 
¶=
zijn gegeven
door:
 elke niet-lege begrensde deelverzameling van

heeft een supremum;
 elke niet-lege begrensde deelverzameling van

heeft een infimum.
Een tralie
Ł 
¶=
wordt compleet [COMPLETE] genoemd als en alleen als elke deelverzameling van

een
supremum en een infimum heeft.
Tussen voorwaardelijk complete partieel geordende verzamelingen en complete tralies hebben we het vol-
gende verband.
STELLING B.7. Stel Ł=
¶=
is een voorwaardelijk complete partieel geordende verzameling, dan is de uit-
breiding
Ł =
¶=
van
Ł=
¶=
door toevoeging aan

van een kleinste element


en een grootste element


,
wanneer het
Ł=
¶=
aan deze respectieve elementen ontbreekt, een complete tralie.
Ł=
¶=
wordt een complete Brouwer-tralie [COMPLETE BROUWERIAN LATTICE] of wordt een complete
Heyting-algebra [COMPLETE HEYTING ALGEBRA] genoemd als en alleen als
Ł=
¶=
een complete tralie is
waarvoor de infimumoperator
\h^`_
compleet distributief is over de supremumoperator
éêTë
in
Ł 
¶=
, dit wil
zeggen: als
â
een element van

is en
ŁŁ¥
¦¨§¼
een familie van elementen van

, dan
â

éêTë
¥
ñl©
Ł¥
}xéêë
¥
ñl©
Ł
â

Ł¥
Ø
Een complete tralie Ł 
¶=
wordt compleet distributief [COMPLETELY DISTRIBUTIVE] genoemd als en
alleen als Ł 
¶=
aan de volgende uitgebreide distributiviteitswetten voldoet:
\)^o_
ªRñ
(
éêTë
«Tñ¬

ª

«
}péêTë
­
ñ®
\h^`_
ªRñ
(

ª

­
 
ª
¦
éêTë
ªRñ
(
\)^o_
«Tñ¬

ª

«
}¯\h^`_
­
ñ®
éêTë
ªRñ
(

ª

­
 
ª
¦
waarbij
cŁ'
ª



!

een niet-lege familie van indexverzamelingen is;
±°
het Cartesiaans product van
Ł'
ª



!

is, dit wil zeggen de verzameling van alle afbeeldingen

met
domein
!
zo dat

Ł

¾
'
ª voor alle 

!
;
en zo dat voor alle 

!
en ²

'
ª :

ª

«


.
Uit de stellingen van Raney (zie ook [Ran52]) volgt dat de klasse van de compleet distributieve tralies
heel wat complete tralies bevat die geen Boole-tralies zijn. Zo hebben we bijvoorbeeld dat elke complete
keten een compleet distributieve tralie is. Compleet distributieve tralies werden door Raney [Ran52] als volgt
gekarakteriseerd.
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STELLING B.8. Elke compleet distributieve tralie is een gesloten deeltralie van een direct product van com-
plete ketens en vice versa.
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